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R&urn& Dans cette Note, nous appliquons les m&odes des transformations intkgrales pour 
les faisceaux et les D-modules & 1’Ctude de la transformke de Radon affine rkelle. 
Classiquement, on obtient la (( condition de Cavalieri B en utilisant la formule 
d’inversion pour la transformke de Fourier. Notre approche est diffkrente, et montre 
comment cette condition, like B la transformte de Radon projective complexe, est de 
nature gCom&rique (ou cohomologique). 

A cohomological interpretation of the Radon-Cavalieri 

condition 

Abstract. In this Note, we apply the methods of integral transforms for sheaves and D-modules 
to the study of the real afine Radon transform. Classically, the “Cavalieri condition” 
is obtained using the inversion formula for the Fourier transform. Our approach is 
dtyerent and shows how this condition, which is related to the complex projective 
Radon transform, is of a geometrical (or cohomological) nature. 

Abridged English Version 

Let P be a complex n-dimensional projective space, P* the dual projective space, and denote by 
[z], [[I dual systems of homogeneous coordinates. Assume n > 2 for simplicity. Let A c P x P* 

be the incidence relationship defined by the equation (z, 5) = 0. Let L = C~P~P*J\A be the sheaf on 
BP x P’ which is constant with fiber C on (Fp x P”) \ A and zero elsewhere. Denote by Di_,(Cp) 
the bounded derived category of sheaves of C-vector spaces on P with W-constructible cohomology 
groups. For F E Dk_,(Cp), set 

F o L = Rq2!(q;‘F @ L), 

where X - X x Y -+ Y are the natural projections, and Rqz!, qcl denote the operations of proper 

direct ima:; and inve:: image for sheaves. For k E Z, set k’ = -n - 1 - k, and denote by C&(k) the 
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-kth tensor power of the tautological line bundle on P. By [3], corollary 4.5, for -n - 1 < k < 0, 
there is a natural isomorphism: 

(0.1) Rl?(P; F $ O,(k))~RI'(P*; (F o L) 5 Op* (k*))[n], 

where g denotes the functor of formal cohomology introduced in [lo]. 
Let P and P* be real n-dimensional projective spaces of which P and FD* are linear complexifications. 

There are essentially two locally constant sheaves of rank one on P, here denoted by Cp(c) for 

E E Z/2Z (with Cp(0) being the constant sheaf). For k E Z, the complex Cp(c) 5 Op(k) is identified 
to CjY(~lk). This is the CT-line bundle on P whose sections, written in homogeneous coordinates, 
satisfy the relation: 

f(xx) = (sgn X)‘X”f(z), t/x E R \ (0). 

As it is well known (c$ e.g., [4], p. 73) the real projective Radon transform Rg’k) of definition 1.1 is 
an isomorphism for -n - 1 < k < 0. In [3], we recovered this result as a corollary of formula (0.1) for 
F = Cp(.s), by checking that Cp(e) o L is isomorphic to Cp* (E*)[-n], up to constant sheaves on P*. 

Let E = P \ H be an affine chart. The Schwartz space S(E) of rapidly decreasing C”-functions 

is naturally identified to I’(P; 43~ 5 Op( k)). Denote by to E P* the point corresponding to H C P. 

For -n - 1 < k < 0 and E* E 1, the image of S(E) by Rg”) is the set of sections 
which are flat at &, and which satisfy the Cavalieri condition: for any non-negative 
for any 6’, the integral: 

s 

+m 
(p(&J + S’)SrndS 

-cc 

is a homogeneous polynomial of degree m + k* + 1 in t’. 

of C,-, (c*\k*), 
integer m and 

Classically (cJY e.g., [4], p. 86), the proof of this statement makes use of the inversion formula 
for the Fourier transform. Here, we recover this result, in a projectively invariant manner, as a 
corollary of formula (0.1) for F = 43 E. More precisely, the embedding H of P induces by duality 
a projection P* \ {to} + H*, where H* is an (n - 1)-dimensional real projective space. Denote 
by q: P* \ {&,} ---f H* a complexification of this projection, and set Q* = q-l(H*). An explicit 
computation shows that, modulo constant sheaves on FD*, there is a distinguished triangle: 

Using this distinguished triangle to compute the r.h.s. of (O.l), we see in particular how the Cavalieri 
condition is of a geometrical nature, the integrals being taken along lines whose complexifications 
are the fibers of q. By the Legendre contact transformation, these lines correspond to the complex 
conormal directions to H in P. 

1. $nonc6 des r&ultats 

Soit P un espace projectif reel de dimension n, P’ l’espace projectif dual, et [z] = [~a, . . . , z,], [(I 
des systemes de coordonnees homogenes duaux sur P et P* respectivement. Pour k E Z, E E Z/22, 
notons CF (~1 k) le fibrt5 en droites de classe C” dont les sections satisfont la relation : 

(1-l) f(xz) = (sgn VXkf(4 7 VA E R \ (0). 
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Considerons la distribution sur W : 

@‘k’(q = $.$ ( &j WE --. 
t+iO 

> 
D&IN~ON 1.1. - Pour k* = -n - 1 - k, E* f -n - 1 -E, on considere la transformation integrale : 

Iv) : ryP; CF(EIk)) --+ r(P*; cg (&*/k*)) P 

f(x) - J f(xF (n+++k)((z, ~))w(z), 

oh W(X) = ~jn=o(-l)~~jdzo A * * * A zg A. * . A dx, designe la n-forme de Leray. 
Le resultat suivant est bien connu (cfi e.g., [4], p. 73) : 

T&o&m 1.2. - Pour -n - 1 < k < 0, I$“) est un isomorphisme, l’inverse &ant don&e par 
$; Ik’) 

Remarquons que R$T”‘-“’ comcide avec la transformee de Radon projective. Pour U c P ouvert 
sous-analytique, on note par ITW (U; Cr (elk)) 1 e sous-espace de I’(P; CF(eJk)) des fonctions nulles 
a l’ordre infini dans P \ U. L’espace de Schwartz S(E) des fonctions rapidement decroissantes dans 
une carte affine E c P, s’identifie a ITW(E; C~(e]k)). 11 est done nature1 de d&ire l’image par 

Iz$lk) de I’,(& C,-(Elk)). 

THIIOREME 1.3. - Soit H = P \ E l’hyperplan a I’injini de E, notons & E P* lepoint correspondant, 
et identifons l’espace tangent projectif h P* en [,, h un hyperplan H* c P*, avec & 4 H*. Soit 
‘p E I’(P*;C,“,(e*]k*)). Supposons -n - 1 < k < 0. Alors il existe f E I’,(E;CpM(eIk)) telle que 
cp = Rj=ik)f si et seulement si : 

(i) (le cas E* 3 0) pour tout entier non negatif m et pour tout c’ E H* les differentielles non-locales 
de cp en &, au sens de [5] : 

(1.2) d;;Ik*+“+l)p(f) = J’m p(& + q’)~(llk*+m+l)(qdt 
-co 

s ‘annulent. 
(ii) (le cas E* q 1) cp appartient a I’,( P*\{&}; Cg (lJk*)), et satisfait la u condition de Cavalieri B : 

pour tout entier non negatif m et pour tout E’ E H*, l’integrale : 

(1.3) 

est un polynbme homogtne de degre m + k* + 1 en c. 
La partie (ii) de l’tnonce a Cte demontree par exemple dans [4], p. 86, pour k = -n. La partie (i) 

pourrait aussi Ctre demontree par la msme methode, qui consiste a utiliser la formule d’inversion pour 
la transformee de Fourier. Ici notre approche est differente, et utilise la theorie des transformations 
integrales pour les faisceaux et les D-modules de [2], [3], [lo] (ct aussi [6] pour une approche 
voisine). En particulier, on verra que les conditions (1.2), (1.3) sont de nature geometrique (ou 
cohomologique), like a la transformee de Radon projective complexe. 

2. Transformations intCgrales pour les faisceaux et les D-modules 

Soit X une variete analytique complexe, 0~ son faisceau structural, Rx le faisceau des formes 
de degre maximal, et 2)~ le faisceau d’anneaux des opkrateurs differentiels lineaires a coefficients 
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holomorphes. Si A c X est un sous-ensemble localement ferrne, on note 43~ le faisceau sur X, 
constant de fibre C sur A et zero ailleurs. On note par Db(C,) (resp., Db(Dx)) la categoric dtrivee 
de la categoric des complexes born& de faisceaux de C-vectoriels (resp., de Dx-modules) sur X. 
Soit Y une autre variete analytique complexe. Pour G E Db(Cy), M E Db(Dx), L E Db(Cxxy), 
et C E Db(2)xxy), on pose : 

(2.1) 
Lo G = Rql!(L 8 q;lG), 

MoC = qdq?M @&,, L), 

oh X - X x Y - Y designent les projections naturelles, et Rql!, qT1 (resp., qz!, qT1) designent les -- 
opkati&s d’imag:directe propre et d’image inverse pour les faisceaux (resp., pour les D-modules). 
On dkfinit de la mEme faqon F o L pour F E Db(C,). 

On note Dk_,_(Cx) la sous-categoric triangulee pleine de Db(CX) dont les objets sont a 
cohomologie W-constructible. On dit qu’un 27x-module M est quasi-good si, pour tout sous-ensemble 
relativement compact de X, il admet une filtration {Mk} par des 2)x-sous-modules coherents, telle 
que tout quotient Mk /Mk_l admette une bonne filtration, et Mk = 0 pour k < 0. On note 
Db q_good(Z7~) la sous-categoric triangulte pleine de Db(Dx) dont les objets sont a cohomologie 

quasi-good. Pour F E Di_,(Cx), les complexes F g 0~ et TT-lom(F, OX) de cohomologie formelle 
et temperee ont et6 dtfinis dans [8], [lo]. Le theoreme suivant est l’analogue en cohomologie formelle 
d’une formule d’adjonction de [2] 

TI&O&ME 2.1 ([lo], theorem 10.8). - Soient G E Di_,(Cy) et M E Di_,,,,,(‘Dx). Soit 

C E Db(Vxxy) holonome rkgulier, et posons L = R’Flomnxx, (,C, Oxxy). Supposons que : 

(supp(M) x Y) ” supp(l) soit propre sur Y, 
(X x supp(G)) n supp(L) soit propre sur X. 

Alors, on a un isomorphisme : 

(2.2) RHomn,(M, (L 0 G) g 6x)[dx-];RHomo,(Mol:,G~ 0~). 

3. Transformation de Radon projective complexe 

Soit P un espace projectif complexe de dimension n, P* son espace projectif dual, et [z], [<I des 
systbmes duaux de coordonnees homogenes. Soit A c P x P* la variCte d’incidence definie par 
l’equation (z, <) = 0. Posons : 

L = c(PxP*)\A, C = T?fom(L, C&p*). 

Pour lc E Z, on note Op( k) la -k-ibme puissance tensorielle du fibre tautologique, et on pose 
Dp( k) = Dp alop Op( k). La fonction meromorphe : 

44 
sk(z, c) = +, <)n+l+k ’ 

consideree dans [ 111, definit une section de 

L(“‘O)(-k,k*) = ((tip @lop oP(---k)pQP*(~*)) abxP* L* 
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TI&O&ME 3.1 ([3], theorem 4.3). - Supposons -n - 1 < k < 0. Alors, Sk induit un isomorphisme 
duns Db(2)p*) : 

D,.(-k*)=Z+(-k)&. 

Soit F E Dk_,(&). Comme corollaire des theoremes 2.1 et 3.1, pour -n - 1 < k < 0 on obtient 
un isomorphisme induit par Sk : 

(3.3) RI’(P; F; Op(k))GRI’(P*; (F o L) $ Op* (k*))[n]. 

4. Esquisse de la preuve du th&wkme 1.3 

Soient P et P* les espaces projectifs reels dont $ et $* sont les complexifies lineaires. Supposons 
par simplicite n > 2. Puisque xl(P) = Z/22, il y a essentiellement deux faisceaux localement 
constants de rang un sur P : le faisceau constant Cp, qu’on notera C3p(O), et le fibre canonique, 
qu’on notera Cp(1). Pour E E Z/22, on pose E* G -n - 1 - E. Si F est un faisceau sur P, on pose 
F(E) = F @ cp(~). D’apres [3], proposition 5.16, C~(E) o L est isomorphe a Cp* (s*)[-n], modulo 
faisceaux constants sur $*. Plus exactement, on a un isomorphime : 

(4.1) C&E) 0 L N Q3p. (&*)I-n] dans Db(Cp.; ?*$*), 

la categoric localisee de Db(Cp* ) en T*$*, le fibre conormal a $* prive de la section nulle 
(cc [9]). Avec les notations du theoreme 1.3, l’immersion H L+ P induit par dualite une projection 
P* \ {&,} ---t H*, oti H* est un espace projectif reel de dimension (n - 1). Soit q: P* \ {&,} + W* un 
complexifie de cette projection, et posons Q* = q-‘(H*). Par un calcul explicite, on montre qu’on 
a les triangles distingds dans Db(Cp*;etP*) : 

(4.2) CE(O*) 0 L + c,*(O)[-n] + Cp(l)[l - n] _TT’, 

(4.3) CE(~*) 0 L --+ ~~*\{~,j(l)[--nl + c&l - 4 2, 

oii 43~~ (1) = q-l Q~H. (1). Rappelons que, pour k E Z, E E Z/2Z, on a les isomorphismes : 

I’(P; C,-(Elk)) II RI’(P; CP(E) 5 G(k)), 

r,(E;C,“(E(k)) N- Rr($; cE(E) ; G(k)). 

Pour -n - 1 < k < 0, le foncteur RI’($*; (a) g Op* (k*)) est bien defini dans Di_,(Cp*; ?+P*). 
Dans [3], on a retrouvt le theoreme 1.2 comme corollaire de la for-mule (3.3) pour F = C~(E). Si 

on applique lW(P*; (.) 6 On* (k*)) au triangle distingue : 

cE(&)OL+cp(E)OL+.&)OL-$, 

en utilisant les formules (4.1), (4.2), (4.3), et (3.3) on obtient les suites exactes courtes : 

(4.4) 0 + Rg*'k'r,(E;C,"(o*~k)) -r(P*;c,",(O~k*)) 

- rl[ r(H*;C,",(llk* +m+1)) + 0, 
&l~*+.+1) m>O 
Eo _ 

(4.5) 0 + R~*'k)r,(E;C,"(l*~k)) -rw(p* \ @&X1Ik*N 

- H’(P*; C,,; Op. (k*)) --f 0, 
c 
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oti Co. (1) = q-l CH* (1). L’exactitude de (4.4) demontre la partie (i) du theoreme 1.3. En appliquant 

le foncteur Rl?(P*; (.) 5 Op* (k*)) au diagramme : 

on voit que le morphisme c de (4.5) s’insbre dans le diagramme commutatif : 

Une section de Op* 1~~ est une serie formelle C, $J~, oii les T/J, sont des polynomes homogenes 
de degre m. On vCrifie alors que t(C, $J~) = C, $~k*+~+r. Ceci demontre la partie (ii) du 
theoreme 1.3. 

5. Commentaires et remarques 

La surjectivite du morphisme c dans (4.5) demontre un thCor&me de Bore1 pour les differentielles 
non-locales. Par des m&odes analogues on pourrait obtenir d’autres resultats, comme le theoreme 
des supports d’Helgason, ou une description de l’image de la transformee de Radon conforme. 

Les r6sultats de cette Note sont developpes dans la prepublication [l]. 

Remereiements. 11 nous est agrkable de remercier ici Ma&i Kashiwara pour de nombreuses conversations 
utiles sur ce sujet. 

Note remise et acceptte le 16 septembre 1996. 
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