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Abstract. Let M be a real C2 submanifold of a complex analytic manifold X, and

let M be a system of partial differential equations with complex simple characteristics
on X. Let Ω ⊂ M be an open subset with C2 boundary S = ∂Ω.

Here, we prove a theorem of microlocal hypoellipticity at the boundary for the

solutions of the system M. More precisely, we give a criterion for the vanishing of the
cohomology of the complex RHomDX

(M,CΩ/X ) of microfunction at the boundary

solutions of the system. This work extends to the case of boundary value problems
previous results of [S-K-K], [K-S 2], [D’A-Z 2].

Résumé. Soit M une sous-variété réelle de classe C2 d’une variété complexe analy-

tique X, et soit M un système d’équations différentielles à caractéristiques complexes
simples dans X. Soit Ω ⊂ M un ouvert à bord C2 S = ∂Ω.

On prouve ici un théorème d’hypoellipticité microlocale au bord pour les solutions
du système M. Plus precisémment, on donne un critère d’annulation de la cohomo-

logie pour le complexe RHomDX
(M,CΩ/X ) des microfonctions au bord solutions du

système. Ce travail étend au cas des problèmes aux limites résultats précédents de
[S-K-K], [K-S 2], [D’A-Z 2].

Résumé des resultats classiques

Soit M un système d’équations aux dérivées partielles linéaires analytiques à ca-
ractéristiques complexes simples sur une variété analytique réelle M de complexifié
X. Dans l’oeuvre classique [S-K-K], Sato, Kawäı et Kashiwara démontrent qu’au
voisinage d’un point réel p ∈ charM∩T ∗MX de la variété caractéristique du système,
M se réduit par une transformation de contact quantifiée (préservant le fibré conor-
mal T ∗MX) aux modèles suivants: Cauchy-Riemann, de Rham, Lewy-Mizohata. En
outre, ils montrent qu’il y a un lien entre l’annulation de cohomologie du complexe
des solutions microfonctions de M et les nombres de valeurs propres positives et
négative de la forme de Levi généralisée du système. Par exemple, l’opérateur
de Lewy-Mizohata P = D1 + ix1D2 est hypoelliptique (i.e. injectif en tant que
endomorphisme de l’espace des microfonctions) au voisinage du point microlocale
p = (0; idx2), tandis qu’il est résoluble (i.e. surjectif) au point p = (0;−idx2).

En utilisant la méthode de [K-S 2], nous montrerons comment étendre ces
résultats d’annulation de cohomologie aux solutions microfonctions au bord.

§ 1 Formes de Levi généralisées

Soit X une variété analytique complexe, π : T ∗X → X son fibré cotangent,
αX = αR

X +iαR

X (resp. σX = σR

X +iσR

X ) la 1-forme (resp. 2-forme) sur T ∗X. Notons
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par XR la variété analytique réelle sous-jacente à X, et considérons l’identification
T ∗(XR) ' (T ∗X)R obtenue en munisant T ∗(XR) de la 1-forme αR

X . Soit M une

sous-variété C2 de XR, p ∈ Ṫ ∗MX un point du fibré conormal à M privé de la
section nulle. Si φ = 0 est une équation de M au voisinage de x = π(p), telle que
d φ(x) = p, on définit la forme de Levi de M en p par

(1.1) LM (p) = ∂∂φ|TC
x M ,

où TC
x M = TxM ∩ iTxM note l’espace vectoriel complexe tangent à M .

Soient λ0 = Tpπ
−1(x), λM = TpT

∗
MX, µ = λM ∩ iλM (un plan isotrope), et

considérons la forme Hermitienne LλM /λ0
sur λµ

0 = (λ0 ∩ µ⊥)/µ définie par

(1.2) LλM /λ0
(v, w) = σµ

X(v, wc),

où σµ
X note la forme symplectique induite par σX sur µ⊥/µ, et wc note le conjugué

de w par rapport à l’identification µ⊥/µ = C ⊗R λµ
M . D’après [S], [D’A-Z 1] on a

une équivalence
LM (p) ∼ LλM /λ0

en rang et signature, ce qui montre entre outre l’indépendance de (1.1) par rapport
au choix de l’équation φ.

Notons que la définition (1.2) garde un sens quand l’on remplace λM par n’importe
quelle Lagrangienne λ de T ∗XR et λ0 par n’importe quel plan isotrope complexe ρ
de T ∗X. En particulier, si V ⊂ Ṫ ∗X est une variété involutive régulière au voisinage
de p et ρ = TpV

⊥, on obtient la forme LλM /ρ qui s’avère être équivalente à la forme
de Levi généralisée LT∗

M
X(V, p) de Sato, Kawäı et Kashiwara [S-K-K, Def. 2.3.1]

(cf. [K-S 2], [D’A-Z 2]). En effet, soit fi = 0, i = 1, . . . , l un système d’équations
indépendantes pour V et supposons que ρ ⊂ λM + iλM . Alors LλM /ρ est la forme
Hermitienne de matrice {fi, f

c
J}i,j dans la base Hfi

de ρ, où {·, ·} note le crochet de

Poisson, f c
j est la seule fonction holomorphe de T ∗X telle que f c

j |T∗

M
X = f j |T∗

M
X ,

et Hfi
note le champ Hamiltonien.

Exemple. Soient M = Rn, X = Cn, et V ⊂ T ∗X l’hypersurface donnée par
l’équation f = 0. Si f = fR + if I avec fR|T∗

M
X = Re f |T∗

M
X , et f I|T∗

M
X =

Im f |T∗

M
X , alors

LT∗

RnCn(V, p) = {f, f c}(p) = −2i{fR, f I}.

En particulier, si V est la variété caractéristique de l’opérateur de Lewy-Mizohata
P = D1 + ix1D2 et f = σ(P ) = (−iζ1) + iz1(−iζ2), alors

{f, f c}(±id x2) = −2i{−iζ1, z1(−iζ2)}(±id x2) = 2iζ2(±id x2) = ∓2.

Notations. On note par s±M (p) (resp. s±M,V (p)) le nombre de valeurs propres pos-

itives et négative de LM (p) (resp. LT∗

M
X(V, p)), et par δM,V (p) la codimension de

ρ ∩ (λM ∩ iλM ) dans ρ = (TpV )⊥.

Soient S ⊂ M deux sous-variétés C2 de XR. D’après [D’A-Z 1], [D’A-Z 2], pour

p ∈ S ×M Ṫ ∗MX on a les estimations:

s±S (p) ≤ s±M (p) ≤ s±S (p) + codTC
p M TC

p S,(1.3)

s±M,V (p) + δM,V (p) ≤ s±S,V (p) + δS,V (p).(1.4)
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§ 2. Enoncé du résultat principal

Soient X une variété analytique complexe, S ⊂ M deux sous-variétés C2 de XR,
et p ∈ S ×M Ṫ ∗MX un point tel que ip /∈ T ∗SX. On note par

γM (x) = dimC(T ∗MXx ∩ iT ∗MXx) (= dimC(λM ∩ iλM ∩ λ0))

le “défaut de généricité” de M en x = π(p). Soit Ω une composante connexe de
M \ S au voisinage de x. Suivant [K-S 1] et [S 2], on définit les complexes

BΩ/X = RΓΩ(OX) ⊗ orM/X [codR

X M − γM (x)],

CΩ/X = µΩ(OX) ⊗ orM/X [codR

X M − γM (x)],

des hyperfonctions (resp. microfonctions) le long de Ω au voisinage de x et p res-
pectivement. Moyennant le morphisme spectral

π−1H0(BΩ/X)
j
→ H0CΩ/X ,

on définit d’après [S 2] le micro-support au bord de u ∈ H0(BΩ/X) par

SSΩ(u) = supp j(u).

Exemple. Si M est une variété analytique réelle de complexifié X, cette définition
cöıncide sur Ω avec celle usuelle de micro-support SS(u) de Sato: SSΩ(u)|π−1Ω =
SS(u)|π−1Ω. On démontre aussi que p /∈ SSΩ(u) si et seulement si u est somme
de valeurs au bord sur M de fonctions holomorphes Fi définies dans des “wedges”
avec propriété de cône au bord ∂Ω, dont le “profile” Γi ⊂ TMX vérifie p /∈ −Γ◦i ,
l’antipodale du polaire de Γi.

Soit M un système différentiel à caractéristiques simples le long de V = char(M)

au voisinage de p ∈ S ×M Ṫ ∗MX. On fera toujours l’hypothèse que

(2.1) V ∩ T ∗MX et V ∩ T ∗SX sont “clean”.

On note par CMΩ/X = RHomDX
(M, CΩ/X) le complexe des solutions CΩ/X de M,

et par BMΩ/X = RHomDX
(M,BΩ/X) celui des solutions BΩ/X .

Théorème 2.1. On a

Hj(CMΩ/X)p pour tout j < s−M + (s−M,V + δM,V ).

Remarque.

(a) Si M est générique (i.e. γM = 0) et u = bM (F ) est la valeur au bord sur
M d’une fonction holomorphe F définie dans un “wedge” conique en ∂Ω à
profile Γ, solution d’un système M tel que

{
ou bien s−M (p) ≥ 1 ∀p ∈ −Γ◦,

ou bien s−M,V (p) + δM,V (p) ≥ 1 ∀p ∈ −Γ◦,
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alors F s’étend à un domaine W dont le cône de Whitney est un voisinage
de Ω (e.g. si Ω = {x1 > 0, x2 = 0}, alors W ⊃ {|x2| < εx1} pour quelque
ε << 1).

(b) Si M est une variété analytique générique de complexifié MC, alors BΩ/X

s’identifie au complexe RHomD
MC

(∂
b
, ΓΩBM/MC) des hyperfonctions CR

sur Ω, c’est à dire aux solutions hyperfonctions du système ∂ tangentiel.
En particulier

BMΩ/X = B
j−1
M

Ω/MC

où j : MC → X est l’application lisse induite par l’immersion M ↪→ X,
et j−1M note le système induit sur MC. Nous avons cependant préféré

l’énoncé du Théorème 2.1 qui mieux clarifie les contributions s−M et s−M,V +
δM,V de la variété M et du système M respectivement.

Idée de la preuve du Théorème 2.1. Pour Ω = M \ S, on a un triangle distingué

(2.2) µS(OX)M → µM (OX)M → µΩ(OX)M
+1
→ .

D’après [K-S 2], dans la version généralisée de [D’A-Z 2], on peut montrer que

HjµM (OX)Mp pour tout j < c1M + c2M ,

HjµS(OX)Mp pour tout j < c1S + c2S ,

où on pose

c1M = codX M + s−M − γM (x), c2M = s−M,V + δM,V ,

et de même pour c1S , c2S.
Par les estimations (1.3), (1.4) on a c1S +c2S ≥ c1M +c2M , et donc Hj(CMΩ/X)p =

0 pour tout j < c1M + c2M − 1. Il nous reste à prouver l’annulation en degré
j = c1M + c2M − 1, ce que l’on déduit du théorème suivant. q.e.d.

Théorème 2.2. Supposons

(2.3)

{
c1M = c1S,

c2M = c2S.

Alors pour c = c1M + c2M = c1S + c2S le morphisme naturel

(2.4) HcµS(OX)Mp → HcµM (OX)Mp

est injectif.

Dans la même lignée on a aussi

Théorème 2.3. Supposons (2.3) et aussi

(2.5) ˜T ∗MX ∩ V = ˜T ∗SX ∩ V ,

où ˜T ∗MX ∩ V note la réunion des feuilles bicaractéristiques de V issues de T ∗MX∩V .
Alors

µS(OX)Mp
∼
→ µM (OX)Mp .
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Exemple. Soit M est une variété analytique réelle de complexifié X, M = DX/DXP
pour P = D1 + ix1D2 l’opérateur de Lewy-Mizohata. Soit p = (0; idx2), et S = ∂Ω
défini par g = 0 avec dg /∈ Rdx2. Alors c1M = c1S = n; puisque en outre s−M,V = 1,
il en suit

H0(CMΩ/X)p = 0

(cf [T-U] pour le cas g = x1). Donc, au point p l’opérateur de Lewy-Mizohata P est
hypoelliptique au bord de Ω. Si en plus on choisit g = x1, alors V ∩T ∗MX = V ∩T ∗SX
et δS,V = 1; donc (2.3), (2.5) sont satisfaites avec c2M = c2S = 1, et cela donne

(CMΩ/X)p = 0.

§3. Idée de la preuve des Théorèmes 2.2 et 2.3.

On choisi une transformation de contact complexe χ telle que




χ(T ∗MX) = T ∗
fM

X, codR

X M̃ = 1, s−
fM

(χ(p)) = 0,

χ(T ∗SX) = T ∗
eS
X, codR

X S̃ = 1,

χ(V ) = X ×Y T ∗Y, pour une application lisse f : X → Y,

D’après [K-S 3, ch. 7], on peut alors quantifier χ avec un noyau K pour obtenir

{
φK(CM ) ' CfM

[c1M − 1],

φK(CS) ' CeS [c1S − 1 − s−
eS
].

Le foncteur φK échange le morphisme de restriction CM → CS en un morphisme
non nul CfM

[c1M − 1] → CeS[c1S − 1 − s−
eS
]. Mais

HomDb(X;p)(CfM
[c1M − 1],CeS [c1S − 1 − s−

eS
]) ' H0µhom(CfM

,CeS)χ(p)[c1S − c1M − s−
eS
]

' H0RΓeS+(CfM+)π(χ(p))[c1S − c1M − s−
eS
],

où Db(X; p) note la catégorie “microlocale” des faisceaux définie par [K-S 3], et S̃+

et M̃+ notent les demi-espaces fermés à bord S et M , et de conormale interne χ(p).
En remarquant que c1S = c1M on déduit

{
s−

eS
= 0,

S̃+ ⊂ M̃+.

Soit fπ : χ(V ) → T ∗Y la projection le long des feuilles de χ(V ). Moyennant une
nouvelle transformation en T ∗Y , on peut supposer que

{
fπ

tf ′
−1

(T ∗
fM

X) = T ∗NY, codR

Y N = 1, s−N = 0,

fπ
tf ′
−1

(T ∗
eS
X) = T ∗ZY, codR

Y Z = 1, s−Z = 0.

Soit fµ,p
! le foncteur d’image directe microlocale de [K-S 3, Ch. 6]. D’après [K-S 2],

[D’A-Z 2], on a

{
fµ,p
! CfM+ [c1M − 1] = CN+ [c1M + c2M − 1],

fµ,p
! CeS+ [c1S − 1] = CZ+ [c1S + c2S − 1],
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avec cjM = cjM =: cj (j = 1, 2). On obtient alors par adjonction

µM (OX)Mp
∼= RΓfM+(f−1OY )π(χ(p))[1 − (c1 + c2)]

∼= RΓN+(OY )π(q)[1 − (c1 + c2)],

pour q = fπ(χ(p)). De même pour µS(OX)Mp . En outre, le morphisme

Hc1+c2µS(OX)Mp → Hc1+c2µM (OX)Mp

induit un morphisme

(3.1) H1
Z+(OY )y → H1

N+(OY )y,

pour y = π(q). Pour prouver (2.4) il s’agit donc de prouver que ce dernier mor-
phisme est injectif. Ce qui est une conséquence de la

Proposition 3.1. Le morphisme

fµ,p
! : HomDb(X;p)(CfM+ ,CeS+) −→ HomDb(Y ;q)(CN+ ,CZ+)

est un isomorphisme.

En effet, cette proposition entrâıne que N+ ⊂ Z+ et que le morphisme (3.1) est
induit par cette inclusion.

preuve de la Proposition 3.1. On pose M1 = M , M2 = S. On doit montrer que le
morphisme

“lim”
←−

U3x

Rf!CM+
1 ∩U −→ “lim”

←−

U3x

Rf!CM+
2 ∩U

induit par CM+
1
→ CM+

2
est non nul. Pour cela il suffit de prouver que le morphisme

induit

(3.2) “lim”
←−

U3x

(
Rf!CM+

1 ∩U

)
y
−→ “lim”

←−

U3x

(
Rf!CM+

2 ∩U

)
y

est un isomorphisme.
On choisi un système de coordonnés locales (y, t) sur X et (y) = (y1, y

′) sur Y , tel
que p = (0; d y1), f(y, t) = y, Mj = {y1 = hj(y

′, t)} avec hj = d hj = 0 sur Mj au

voisinage de x (j = 1, 2). Dès que (Rf!CM+
2 ∩U )y

∼= RΓc(f
−1(y)∩M+

2 ∩U ;Cf−1(0)),

dans ces coordonnés (3.2) se lit
(3.2)’

“lim”
←−

V 30

RΓc({V ∩{h1(0, t) ≤ 0};C
R

2n−2l
t

)
∼
−→ “lim”

←−

V 30

RΓc({V ∩{h2(0, t) ≤ 0};C
R

2n−2l
t

),

où V est un voisinage de 0 dans R2n−2l
t , l = codC

X V . Il est facile de voir que
hj(0, t) s’annule à l’ordre 2 en 0. L’inclusion M+

1 ⊃ M+
2 implique que h1 ≥ h2.

En plus, par l’hypothèse (2.3) du Théorème 2.2, on s’aperçoit que Hesst h1(0, t)
et Hesst h2(0, t) ont le même nombre de valeurs propres positives. L’injectivité de
(3.2)’ découle alors de la proposition suivante pour m = 2n − 2l, hj(t) = hj(0, t),
T = Rm. q.e.d.

Pour hj : T → R (j = 1, 2) et δ, ε > 0, soit

Zj = {t ∈ T ; hj(t) ≤ 0}

Bδ,ε = {t ∈ T ; |u| < ε |v, w| < δε}.
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Proposition 3.2. Supposons

(a) h1 et h2 nulle à l’ordre 2 en 0,
(b) h1 ≥ h2,
(c) Hess h1 et Hess h2 ont le même nombre s+ de valeurs propres positives.

Soit d = m − s+. Alors il existe δ > 0 tel que pour tout 0 < ε << 1

(i) RΓc(Zj ∩ Bδ,ε;CT ) ∼= A[d],
(ii) le morphisme

RΓc(Z1 ∩ Bδ,ε;CT ) −→ RΓc(Z2 ∩ Bδ,ε;CT )

induit par le morphisme de restriction CZ1
→ CZ2

est un isomorphisme.

Preuve. On choisi un système de coordonnées locales (t) = (u, v, w) sur T avec
(u) = (u1, . . . , us+), (v) = (v1, . . . , vs−) tel que au voisinage de 0:

h1(t) = Q1(u) − v2 + O(u)O(v) + O(|u|3) + O(|v|3),

(3.3)

h2(t) = u2 − [v2 + Q2(v, w)] − R2(v, w) + O(u)O(v, w) + O(|u|3) + O(|v|3),

(3.4)

où Q1, Q2 sont des formes quadratiques avec Q1 > 0, Q2 ≥ 0 et 0 ≤ R2(v, w) =
O(w)O(v, w) (cf [D’A-Z 4]).

Alors pour quelque 0 < δ < 1 les petites racines des équations h1(u, v, w) = 0 et
h2(u, v, w) = 0 satisfont

δ|u| ≤ |v, w|.

Soit aT : T → {0} la projection. On se rappelle que

(3.5) RΓc(Zj ∩ Bδ,ε;CT ) ∼= RaT !CZj∩Bδ,ε
.

Factorisons aT moyennant

T
q

−→ V
aV−→ {0},

où q est la restriction à T de la projection Rm
u,v,w → Rd

v,w, et V = q(T ) (on peut
supposer T = Ba,b pour quelque a, b > 0). Si l’on prouve que pour 0 < ε << 1,
|v, w| < ε, l’ensemble q−1(v, w) ∩ Zj ∩ Bδ,ε est (non vide) compact et contractile,
alors

Rq!CZj∩Bδ,ε
∼= CB′

δ,ε
,

où B′δ,ε = q(Bδ,ε) = {(v, w); |v, w| < δε}. Dès que RaT ! = RaV ! ◦ Rq! et

RaV !CB′

δ,ε

∼= A[d], par (3.5) l’assertion (i) s’en suit.

Prouvons que q−1(v, w) ∩ Zj ∩ Bδ,ε est compact et contractile. Pour u◦ ∈ Rs+

u ,
λ > 0, soit u = λu◦. En prenant par exemple j = 1, on a h1(λu◦, v) = 0 si et
seulement si

[1 + O(λ)]λ2 + aλ − [v2 + O(|v|3)] = 0

qui admet deux petites racines λ, le discriminant étant positif. Cela prouve (i).

Remarquons que (Rq!CZj∩Bδ,ε
)(v,w) = RΓc(C

j
(v,w);CR

m−d
u

) pour Cj
(v,w) = q−1(v, w)∩

Zj∩Bδ,ε. Par le même argument comme avant, pour prouver (ii) il suffit de montrer
que le morphisme

RΓc(C
1
(v,w);CR

m−d
u

) −→ RΓc(C
2
(v,w);CR

m−d
u

)

induit par le morphisme de restriction CC1
(v,w)

→ CC2
(v,w)

est un isomorphisme pour

tout (v, w) ∈ B′δ,ε. Ce qui est le cas dès que C1
(v,w), C2

(v,w) sont contractiles à un

point commun. q.e.d.
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