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RIASSUNTO

Sono riferiti i risultati pin significativi di una indagine su
gli ordini di massima prossimitd e sull'indice i di Slater (1961),
concettinet quali si esprime uno dei modi piu conseguenti di tratta
re 1 dati di una comparazione a coppie. Lo studio ha inizio con la
definizione dei due concetti, che vengono situati in un  contesto
teorico di tipo combinatorio e assoctati alla nozione matematica di
torneo (sezioni 2 e 3); si procede quindi ad un'esplorazione siste-
matica delle loro proprietd, ragionando dapprima sulle possibili
ctrecolaritd interne ad un torneo (sezione 4) e successivamente (se-
ztone 5) sulla scomponibilita di um tormeo im blocehi secondo rela-
ziont di eomgruenza. Accanto a conoscenze di interesse prevalente-
mente teorico sono raggiunti risultati di una certa rilevanza applt
eativa, come quelli relativi al rapporto fra l'indice di Slater e
L'indice di inconsistenza di Kendall & Babington Smith (1940), o
quelli concermenti la possibilitd di determinare per stadi un ordi-
ne di: massima prossimitd.




SUMMARY

Some results are reported of a formal inquiry into nearest ad-
Joining orders and Slater's (1961) i index: two concepts which ave
at the core of one of the neatest methods to be applied to paired
comparisons experiments. The study starts by defining the two ocon-
cepts; they are located in a combinatorial theoretical frame and re
lated to the mathematical notion of tourmament (sections 2 and 3) .
Then their properties are imvestigated, by considering first circu-
lar structures in tournaments (section 4) and then decomposability
of tournaments according to congruence relations (section 5). Be -
stdes some results of purely theoretical interest, others were ob—
tained of practical importance: e.g.,relations between Slater's i
and Kendall & Babington Smith's (1940) measure of inconsistence,and
a possible stepwise determination of nearest adjoining orders.




1. INTRODUZIONE

Una comparazione per coppie eseguita da un singolo soggetto
non differisce, strutturalmente, da un torneo nel quale i conten-
denti si affrontino a due a due, per un'unica volta, in tutti gli
accoppiamenti possibili (round-robin tournament); quando siano e-
sclusi, nei singoli confronti, esiti di parita, il risultato com-
plessivo potra essere descritto, in entrambi i casi, con un digra-
fo (grafo diretto) su tanti nodi quanti sono gli oggetti della com
parazione o i partecipanti al torneo, e con un arco per ogni due
nodi, orientato dal vincente verso il perdente; in letteratura co-
deste strutture grafiche prendono, esse stesse, il nome di tornei.

In una comparazione per coppie gli oggetti sono posti a con-
fronto relativamente ad un comune attributo che, concettualmente
e nell'espressione Tinguistica, & di tipo ordinale (ad esempio:es
sere pill pesante di,pill trasparente di,pil progressista di,ecc.);
concordemente, scopo primario dell'esperimento sarda la determina-
zione di un ordine fra gli oggetti, la loro disposizione in una
graduatoria completa e senza pari merito. L'ordine cercato, tutta
via, non pud in genere essere letto direttamente dai risultati,
non offrendo la procedura sperimentale per sé stessa alcuna assi-
curazione sulla transitivita dei giudizi; un ordine dovrd quindi
essere adattato o approssimato ai risultati, riassunti in un tor-
neo, procedendo alla ricerca di uno fra i diversi ordini teorica-
mente ammissibili che sia quanto possibile vicino al torneo spe-

-rimentalmente realizzato.

Ma come valutare la distanza fra un ordine e un torneo? Se
riconosciamo che gli ordini sono essi stessi dei tornei, equiva-
lendo ai tornei transitivi, ammetteremo che quella distanza potra
consistere nel numero di archi corrispondenti orientati in senso
opposto nelle due strutture. Dobbiamo 1'enunciazione e una prima
trattazione sistematica di questo criterio a Slater (1961); un
criterio del quale per altro erano apparsi consapevoli anche al-
tri studiosi, quali Guttman (1946), Kendall (1955), Brunk (1960);
gli ordini che relativamente ad un assegnato torneo minimizzano
quel tipo di distanza prenderanno il nome di ordini di massima
prossimita (nearest adjoining orders, nella locuzione di Slater),
e la distanza minima da essi realizzata costituisce 1'indice sla-
teriano del torneo in discussione.

A quanto mi risulta sono ancora scarse le conoscenze acquisi
te intorno agli ordini di massima prossimita e all'indice slate-
riano; 1'unico argomento ad aver alimentato un complesso di ricer
che di una certa consistenza sembra essere quello, importante per
la pratica, della costruzione di buoni algoritmi per 1'effettiva
determinazione di quegli ordini e di quell'indice (Slater (1961),




Remage & Thompson (1966), Phillips (1967, 1969, 1976),De Cani (1969,
1972), Smith & Payne (1976), Ranyard (1976), Bezembinder (1981)) ;
per contro, largamente inesplorate appaiono le opportunitd di inda-
gine che, sui concetti in discussione, si possono reperire all'in-
terno della Teoria dei Tornei e, pil in generale, dell'Analisi Com-
binatoria. E' su questo fronte che 1a presente mia ricerca si propo
ne di operare; nell'intento di pervenire a dei risultati che meglio
chiariscano la natura di quei concetti e possibilmente facilitino
il loro impiego nelle applicazioni psicometriche.

2. DIFFERENZE E DISTANZE FRA TORNEI

Insiemisticamente un torneo x fra k termini consiste in un si-
stema (K, Ay) formato da un dominio K = {1,...,k} e da una collezio
ne Ay di n = k(k-1)/2 coppie ordinate di elementi in K, contenente
per arbitrari distinti i,j € K una ed una soltanto delle coppie (i,
J)s (3»1); anziché scrivere (i,j) e Ay porremo sovente, con maggio-
re efficacia, i 3 j, e diremo che il termine i domina i1 termine j
entro il torneo x; codesta dominanza si configura, evidentemente,
quale relazione irriflessiva, antisimmetrica e completa sul dominio
K (cfr. Moon (1968), topic 1). Ad un torneo possiamo anche conferi-
re espressione grafica, rappresentando gli elementi del dominio qua
17 punti o nodZ su un piano, e ciascuna coppia della relazione di
dominanza quale linea o arco tra i due termini che la compongono, 0
rientato dal primo verso i1 secondo; il seguente, ad esempio, & i1
diagramma di un possibile torneo fra k = 5 termini.
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FIGURA 1. Tormneo fra 5 termini.

Ogni Tinea tra due nodi pud assumere, indipendentemente, una
qualsiasi di due opposte direzioni, e pertanto su uno stesso insie-
me di k termini si possono definire 2" differenti tornei, che sup-
porremo costituire una totalitd X; chiameremo ordine nominale, € in
dicheremo con la lettera €, i1 torneo entro il quale tra due qual-
siasi termini sia dominante quello che nella sequenza dei  numeri
viene per primo, sicché Ac = {(i,d) : 1<1i < j <k}; qualifichere-




mo inoltre come complemento di un dato torneo x, e designeremo con
la notazione X, i1 torneo deducibile da x per capovolgimento com-
pleto dei suoi archi, nel quale quindi Az = 1(1.3) = (351) € Ayl .

Vogliamo anche considerare 1'insieme N = {{i,j} : 1 < i # J
< k} delle n coppie non ordinate di elementi in K; possiamo in-
tendere ciascuna di tali coppie quale arco non orientato tra i due
termini componenti, e il sistema (K,N) come il grafo (non diretto)
completo sul dominio K. Questo grafo si tramuta in un torneo x
quando venga stabilito un verso vy({i,j}) per ogni arco {i,j} € N;
nell'esprimere i versi potremmo seguire la regola

VX({isj})

max(i,J)

X
_)
X

1 se min(i,j)
J)

0 se max(i, min(i,Jj),

porre cioé vy({i,j}) = 1 oppure 0 a seconda che 1'arco {i,j} sia o
rientato dal piu piccolo al pid grande o, al contrario, dal piu
grande al pil piccolo dei due numeri designanti le sue estremitd ;
definire un torneo x equivarra pertanto a specificare su N la rela
tiva funzione versi vx 0, indifferentemente, 1'insieme Ny = {{i,j}
€ N : min(i,j) ¥ max(i,j)} di cui tale funzione & 1'indicatore .
Alla totalitd X dei tornei su K fara riscontro 1'insieme {0, 1 }N
delle funzioni da N in {0,1}; in particolare, all'ordine nominale
€ corrispondera la funzione vg di valore 1 sull'intero N, sicché
Ne = N, e per il complemento X di un qualsiasi torneo x avremo
vg = |L-vy| e Ng = N - Ny.

Siano ora dati x e y arbitrari tornei sullo stesso dominio K.
Riterremo un arco a € N concorde oppure discorde tra X e y.a secon
da che il suo orientamento coincida o differisca nei due tornei ;
1'insieme degli archi discordi, indicato con D(x,y) , costituisce
la differenza tra x e y; in formula

D(x,y) = {a €N : vx(a) # vy(a)}

Ad ogni coppia di tornei corrisponde dunque una differenza,
consistente in un insieme di archi incluso in N, e per la quale
valgono evidentemente le seguenti proprieta

D(e,x) = Ny, D(x,y) = D(y,x) » D(x,¥) = N - D(x,y) (1)
D(x,y) =@ sse x =y ; D(x,y) =N sse x=Y%
D(x.:2) = D(x.y) A D(y.z) .




IT numero degli archi discordi sara detto distanza fra x e Yy, e ver
ra designato con la notazione d(x,y), sicche

d(x,y) = [D(x.y)| = [Ny A Ny| (2)

dalla (1) segue direttamente che d(x,y) = d(y,x) , d(x,y) =0 sse
x=y , d(x,z) < d(x,y) + d(y,z), donde rileviamo che 1'indice d, in-
teso quale funzione su X x X, costituisce una metrica sullo spazio
X dei tornei, i cui possibili valori sono gli interi da 0 a n. Fis-
sato un ordine fra gli archi in N le funzioni versi realizzeranno
le possibili n-ple di cifre 1 e 0, e 1o spazio X dei tornei equivar
ra al grafo n-cubo (cfr. Harary (1969), p. 23) entro i1 quale risul
tano fra loro adiacenti tornei che differiscano per 1'orientamento
di un singolo arco, sicché

X adj vy sse dix;y) =1 (3)

riferita a codesto grafo la distanza d(x,y) tra due generici tornei
e Ta minima lunghezza dei percorsi tra i nodi x e y.

Procedendo per simmetria supponiamo ora dati un torneo x ed un
insieme di archi D < N. Se invertiamo entro x 1'orientamento dei so
11 archi in D realizzeremo, evidentemente, un nuovo torneo, per 1l
quale proponiamo la notazione X\ D e che chiameremo torneo trasfor
mato da X per inversione degli archi in D; avremo naturalmente

VX\D=IVX-IDI e NX\D=NX'&D

ove ID sia 1'indicatore dell'insieme D in N. Si riconosce diretta-
mente che

X \D=y sse D = D(x,y) »

sicche x \ D=x sse D=g , x\ D=X sse D=Ne, in genera-

le, d(x,x\ D) = [D| ; inoltre per arbitrari D,ESN risulta

N(X\D)\E=NX\DAE=NXADAE=NX\(DQ)’equ-!ndi
(x\ D)\ E=x\ (DAE)

donde in particolare

(x\ D)\ D = x , (x \D)\ E=(x\ E)\ D (4)

DNE =g implica (x'\ B) \ E=xy (DuE)
X\ {al,az,u..,ap} = (coo(x\ a1)\ a5...)\ ap




ove per a € N semplifichiamo x \ {a} in x \ a; infinex \ D =
(x\ D)\ N=x\| (DAN)=x\ DC=x\ (NAD)=(x)\ N\D
=X \ D, o in breve

XY D=x\D=%10D

designando D® i1 complemento di D entro N.

3. DIFFERENZE E DISTANZE FRA ORDINI E TORNEI

Un torneo & sul dominio K @ ritenuto transitivo se

i%5 e 581 implica i 81 (5)
per arbitrari i,j,1 in K (cfr. Moon (1968), topic 7); la relazione
costituente un simile torneo, antisimmetrica e completa fra termini
distinti ed ora pure transitiva, differisce da un ordine totale sol
tanto perché irriflessiva, aspetto trascurabile nel presente conte-
sto; T'insieme dei tornei transitivi, per il quale stabiliamo 11
simbolo =, equivale dunque nella sostanza alla famiglia degli ordi-
ni totali su K, che qui chiameremo semplicemente ordini, e nel de-
scrivere tornei transitivi potremo seguire uno qualsiasi dei crite-
ri solitamente adottati per gli ordini. Un torneo transitivo £ po-
tra, ad esempio, essere espresso quale funzione posti - termini da
K su K, identificando per i = 1,...,k con £(i) 1'unico termine in K
dominato da i-1 altri elementi di K; oppure quale funzione termini
+ posti, identica all'inversa £7! ‘della precedente, e che ad ogni
termine i in K fa corrispondere un valore £ !(i) pari al numero de-
gli elementi in K dominanti i aumentato di una unitd; o anche come
k-pla (£(1),...,E(k)) nella quale, come in una normale graduato-
ria, i termini si susseguano secondo il numero decrescente delle
"vittorie" riportate. Intendendo poi conferire espressione grafica
ad un torneo transitivo g, anziché costruire un grafo diretto del
tipo illustrato in figura 1, potremmo registrare i termini
€(1),...,&(k) quali punti allineati in tale ordine da sinistra ver-
so destra, e tracciare un arco tra ogni due punti, che potrd rimane
re non diretto essendo sottinteso i1 comune orientamento verso de-
stra; per £ = (2,5,4,1,3) otterremo, ad esempio, i1 seguente dia-
gramma lineare.

- L - —

2 5 4 1 3
FIGURA 2. Diagramma lineare di un torneo transitivo.




Importa anche rilevare che con r1fer1ment0 ad un torneo trans1
tivo & ogni arco {i,j} in N assume un'ampiezza |£7'(i) - £71(j)|,
tra gli archi in N viene a stabilirsi una relazione (ordine par21a-
le) di ricoprimento, ove si ritenga {1,3} coperto da {h,1} qualora
min (£71(i), £71(J)) = m1n (87(h), £71(1)) e max (&7 (i) ,

E71(j)) < max (&7(h), £71(1)); di seguito & rappresentato 1' or
d1ne degli archi per il torneo transitivo di figura 2 e sono 1nd1ca
te Te corrispondenti ampiezze.

{2,3} 4
AR
{20} {s,3} 3
P I )
{24} {51} {43} 2
LN LN LN
{2,5} {5,4} {41} {1,3} 1

FIGURA 3. Ricoprimento tra archi e Zoro amptezze in un tormeo tran—
sttivo.

L'insieme Z pudessere studiato sia in un contesto algebrico che
nell'ottica dei grafi. Algebricamente 1o spazio = dei tornei transi
tivi, espressi quali funzioni posti - termini, equivale al gruppo
simmetrico sul dominio K, il che consente di considerare, per ogni
€ in E e per qualsiasi permutazione g su K, e composizioni £ o g e
g o &; nella prima trasformazione g va intesa quale permutazione
su]l insieme dei posti, e £ o g & 1'ordine che otteniamo da £ scam-
biando di posto secondo g i termini dati; nella seconda interprete-
remo g quale permutazione sull'insieme dei termini, e g o £ come
1'ordine derivabile da & per sostituzione di termine a termine se-
condo g nei posti assegnati. In particolare, per una trasposizione
(h,1), nella quale (h,1)(i) = 1,h,i a seconda che i =h , 1 = 1,
i # h,1, avremo che £ o (h,1) & 1'ordine trasformato da £ per sem-
plice scambio di posto fra i termini £(h) e £(1); per una traglazio
ne destra [h,1] , nella qualeh < Te [h,1](i) =1, i-1 , 1
a seconda che i =h, h < i < 1,1 < hoppure i > 1, 1a composi-
zione E o [h,1] definird 1'ordine che si ottiene da g collocan
do i1 termine E(h) al posto 1, facendo regredire di un passo ciascu
no i termini g(h+l),...,£(1) e conservando al Toro posto i rimanen-
ti; simmetrica 1'interpretazione di £ o [h,1] per L%
traslazione sinistra, nella quale h > 1 e [h,1] (i) = )
i+l, i a seconda che i = h, 1 < i <: h, i < 1 oppure i > h; in-
fine, se c¢(i) = k-i+l per i = 1,. » la composizione £ o ¢ defini
ra i1 complemento £ del torneo E, ossia il capovolto dell'ordine da




to. Osserviamo pure che per arbitrari £, nin E

d(€,n) = [{{i,j} € N : (£71(i) < €71(J) e nm1(di) > n-1(j)) (6)
oppure (E1(i) > £71(j) e n-1(i) < n-1(j)}|
M3 21 € 1 < d < ks £7F o nfd) > g o n(J)}]

1(E " = n)s

]

in altri termini, Ta distanza d(£,n) fra due tornei transitivi, de
finita in generale dalla (2), coincide con i1 numero (g7 o n)del
le inversioni nella permutazione S

Per altro verso, se riferiamo a = la relazione di adiacenza
fra tornei definita in generale dalla (3), otterremo un grafo, pre
cisamente il sottografo generato entro 1'n-cubo X dall'insieme =;
si riconosce immediatamente che fra due tornei transitivi la detta
adiacenza equivale all'esistenza di una traspostzione standard che
ne funga da tramite, si constata cioé che per £, n in =

Eadjn sse n=go (i,i+l) (7)
per qualche i = 1,...,k-1 ;

nella seguente figura sono rappresentati i grafi sugli insiemi dej -

3-D parmabahgFean
© bpedwan U'Rnur‘r..q ?}‘152
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tornei transitivi per k = 3,4, risultando ciascun arco siglato con
il termine i della trasposizione standard (i,i+l) che ne connette
le estremita. E'risaputo (siveda,ad esempio,Aigner(1979)proposition
1.8) che da una permutazione & possiamo passare ad una permutazione
n tramite una sequenza di tante trasposizioni standard quante sono
le inversioni in £™! o n; questo risultato e le proprietda formulate
in (6) e (7) fanno riconoscere che non solo entro 1'n-cubo X ma an-
che entro i1 suo sottografo = la distanza d(£,n) tra due tornei tran
sitivi corrisponde alla lunghezza minima dei percorsi tra i nodi 5
ed n.0ra, dato un generico torneo x, supponiamo di raffrontare ad
esso un qualche torneo transitivo €. Riterremo la differenza D =D(x,
E) un risolutore e 1'operazione x \ D una rettifica per il tor-
neo x, volendo rilevare con tali espressioni come 1'inversione entro
x degli archi in D realizzi 1'ordine £, una delle possibili appros-
simazioni transitive al torneo dato; 1'inadeguatezza di tale appro-
simazione sard ovviamente misurata dalla distanza d(x,£) = |D| fra
i due tornei. Esiste un modo elementare di esprimere in un unico
grafico i1 torneo x, 1'ordine £ e il risolutore D, e consiste nel
segnare con tratti diversi entro i1 diagramma lineare di & gli ar-
chi appartenenti e quelli non appartenenti al risolutore; il grafi-
co che ne risulta, di seguito illustrato relativamente alle struttu
re di figura 1 e 2, costituisce la rappresentazione del torneo x se
eondo 1'ordine E.

FIGURA 4. Rappresentazione di un tormeo secondo un ordine. GLi ar-
ehi discordi sono tratteggiati e vanno intesi orientati
entro il torneo da destra verso sinistra.

Si noti che 1in un risolutore ogni arco possiede un'ampiezza, e
che sul risolutore viene a stabilirsi un ordine parziale secondo il
ricoprimento fra archi.

Assegnato un generico torneo x, ciascuno dei k! ordini su K si
disporra ad una certa distanza da esso, espressa da un intero fra 0
e n; indicato per p = 0,1,...,n con E(x,p) 1'insieme degli ordini
collocati a distanza p dal torneo x, posto cioé

Z(x,p) = {€ € E : d(x,E) = p}
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possiamo considerare la sequenza
E(Xs.) = (E(x50)5 E(Xs1)s...5 E(X,N))

che chiameremo stratificazione di E indotta da x; si tratta, eviden
temente, di una partizione ordinata dello spazio = dei tornei tran-
sitivi in n+l insiemi non necessariamente non vuoti, che di seguito
viene illustrata per un torneo su k = 4 termini.

1 (4,3,2,1)
(4.1.3,2)
2.1f::+:f} o4 (3,4,1,2)
(3.2.4,1)
\./ (4s331:2) (2343331) (2:1—:334)
= (3:2:1:8) (2:3,1.4) (4:1.2.3)
(8:1,4:52) (2,1:9:3) (2:4,1:3)
(1:453.2) (158:2,3) [2.3.:4.1)
(1.3,2.4) (1,3.4.2) (4.2.3,1)
D' (3,124 (1.2.4.3) (1,2.358) (3:4:2.1] (4.2.1.3) @
g(x,0) E(x,l) 2(x,2) E(x,3) Z(x,4) E(xs5) E(x.6)

FIGURA 6. Una stratificaziome dello spazio degli ordini fra k = 4
elementt.

Prima di segnalare alcune semplici caratteristiche di. codesta

stratificazione facciamo osservare che per ogni £ € = e qualsiasi
.i = 1’.--, k-l

d(x, € o (i,i+1)) = d(x,E) = 1; (8)

infatti una trasposizione standard (i,i+l) comporta 1'inversione en
tro £ del solo arco {g(i), £(i+1)}, sicché D(x,& o (i,i+l))=D(x,E)
A {{g(i), E(i+1)}}, e pertanto d(x,& o (i,i+l)) - d(x,E) = -1 ,1 a
seconda che tale arco appartenga o non appartenga al risolutore
D(x,E).

1. Proposizione: Siano x un gemerico torneo e E(X,*) la stratifica
ztlone da esso indotta su E.

(1) Un ordine giace a distanza p da X se e soltanto se il medesimo
st trova a distanza n-p dal torneo complementare X, ossia E(X,p) =
2%y Mep) pee p = 0,1 600

(11) GiZ ordini situati a distanza n-p da X somo i complementi de-
gli ordini posti a distanza p dal medesimo X, ossia E(X, n-p) =
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{€ : £ € E(xsp)} per p = 0,1,...,n; la sequenza (|E(xsp)| : p =
0,1,...n) delle cardinalita degli strati risulta dunque simmetrica.
(111) Detti p e P gli indiei del primo e dell'ultimo degli strati
non vuoti avremo E (Xsp) # @ per ogni p < p < p; la sequenza
delle cardinalitd degli strati si compone cioé di um corpo centrale
ovunque positivo e di eventuali segmenti terminali nulli.
dimostrazione Riconosciamo valide le prime due parti notando sem-
plicemente che, per Ta terza equa21one i (1) 5 d(X:E) = n=d(X,E) =

d(x,€) in corrispondenza ad ogni £ € E.Per la verifica della terza
parte si considerino unarbitrario & ne] E-es1mo strato e il relativo
comp1emento E=E ¢ il quale,secondo la (ii),apparterrd allo stra
to p-esimosespressa la permutazione c quale composizione t;ot,o...0
th di n trasposizione standard (cfr.Aigner (1979),proposition 1. 8)e
posto_induttivamente ny = £ 5 ng = ng_,ots per s = 1,...,n, sicché
M = E , in base alla (8) Ta sequenza zno,nl, ..sNp) realizzera una
"passeggiata" con inizio nel primo e termine nell'ultimo degli stra
ti non vuoti; ogni strato intermedio conterra dunque qualche termi-
ne della sequenza, e non potra quindi essere vuoto. Q.E.D.

L'indice del primo strato non vuoto rappresenta, naturalmente,
la minima distanza dei termini in = da x, ed esprime quindi 1'incon
gruenza residua nell'approssimazione ottimale di un ordine al dato
torneo; tale indice, che per fedelta alla simbologia di Slater desi
gneremo con i (x), sara detto indice slateriano del torneo x; a-
vremo dunque formalmente

i(x) = min d(x,E) = min {p : E(x,p) # & }.

E € E
Gli ordini situati a distanza i(x) da x costituiscono altret
tante approssimazioni transitive ottimali al dato torneo; saranno
chiamati ordini di massima prossimita (m.p.) ("nearest adjoining or
ders" & la locuzione di Slater) per x, e con S(x) verrda indicata la
loro collezione, ovviamente identica allo strato Z(x, i(x)); en-
tro Ta famiglia {D(x,E) : £ € E} dei k! possibili risolutori per x
agli ordini m.p. verranno evidentemente a corrispondere i risoluto-
ri di minima cardinalitd (m.c.). '

Come anticipato nell'Introduzione quelli appena definiti sono
i concetti centrali della presente ricerca, e su di essi verteranno
per gran parte le riflessioni nelle successive due sezioni; fin d'o
ra comunque si possono rendere evidenti significative loro proprie-
tad, alcune delle quali risultano (almeno implicitamente) giad acqui-
site dalla letteratura. Giova ricordare, prima di passare al prossi
mo enunciato, che dati un torneo x, un ordine & = (§(1),...,&(k))ed
un sottoinsieme H del dominio K, per sottotorneo generatoin xda H,
indicato con 1la scrittura x|H, si intende i1 torneo con dominio H
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e con dominanza Ta restrizione ad H della dominanza in x, e che H &
ritenuto costituire un <ntervallo in £ se H = {£(i) : j < i < 1}per
determinati j <1 fra 1 e k.

2. Proposizione: Sia X un gemerico tormeo sul dominio K.

(1) G17 ordint m.p. (di massima prossimitd) per il tormeo complemen
tare X sono i complementi degli ordini m.p. per X, e 1 due tornei
posseggono identico indice slateriano; sussistono cioé le uguaglian
ze S(X) = {€ : £eS(x)} e i(X)= i(x).

(11) Se & ¢ ordine m.p. per x e se H S K costituisce un intervallo
in &, allora pure E|H ¢ ordine m.p. per x|H.

(111) Se D = N ¢ risolutore non m.c. (non di minima cardinalitd)per
X allora per ogni a € N-D anche D u {a} & risolutore non m.c. per
X Y a.

(1JS Se D = N é risolutore m.c. per X allora per ogni a € D anche
D-{a} e risolutore m.c. per x\ a.

dimostrazione (i) Discende direttamente dalle prime due parti della
proposizione 1. (ii) Entro la differenza D fra x e E , che sotto le
dette ipotesi costituird un risolutore m.c. per x, determiniamo il
sottoinsieme D' degli archi con entrambi gli estremi in H, per il
quale ovviamente £[H = (x|H) \ D'.Se 1'ordine ristretto £|H non fos
se m.p. per il sottotorneo x|H esisterebbe per codesto sottotorneo
un risolutore E' con [E'| < [D'| ed E' n (D-D') = & ; in tal caso
E = (D-D') U E' costituirebbe un risolutore per x con |IE] = |D] -
ID'[+]E'| < |D| e, contro 1'ipotesi, i1 risolutore D per x non sa-
rebbe m.c.. (iii) Posto £ = x \ D, nelle indicate circostanze avre-
mo, in forza della (4), (x\ a) \ (D u{a}) = ((x \a)\a)\D =
X\ D=¢&, sicché D U {a} costituisce sicuramente un risolutore per
x\ a. IT risolutore D per x & assunto non m.c., e possiamo quindi
trovare un risolutore E per i1 medesimo X con |E| < |D|; sia n=
X\ E. SeaecEallora (x\ a) \ (E-{a}) = x\ ((E-{a}) u {a}) =

X \ E =n,sicché E-{a} e risolutoreper x \ a con |E-{a}| = |E|-1<
[D[+1 = |D U {a}|; e se, al contrario, a ¢ E allora fe ) va) y (E
{a}) = ((x\ a) \ a) \ E=x\ E=n, e quindi E u{a} & risolutore
per x\ a con [E u{a}| = |[E[+1 < |D U {a}|; esiste quindi comun-
que un risolutore per x\ a pil piccolo di D u {a}, a riprova che
questo ultimo non & m.c.. (iv) Posto nuovamente £ = x \ D, sotto Te
ipotesi della quarta parte sara (x \ a) \ (D-{a}) = x \ ((D-{a})u
{a}) = x\ D = &, e D-{a} costituisce quindi un risolutoreperx\ a;
se questo risolutore non fosse m.c. allora, per la terza parte
appena verificata, anche (D-{a}) u {a} = D sarebbe risolutore non
m.c. per (x\ a)\ a = x, in diretto contrasto con le premesse. Q.
E.D:
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Ragionando Tocalmente , come consente la seconda narte della
precedente proposizione, possiamo stabilire varie condizioni neces
sarie per gli ordini m.p., espresse quali figure impossibili entro
i diagrammi di archi a duplice tratto.

3. Proposizione: Wella rappresentazione di un tormeo secondo un
proprio ordine m.p. non possono darsi intervalli nei quali alcuni
degli archi discordi si dispongano in una delle seguenti maniere.

P S

e //"'"""--..\
i ) P N
L \..\ \\ / e -\\
' ° » » d s ®

dimostrazione Per le parti (ii) e (iii) della proposizione 2 &
sufficiente verificare che, ritenendo concordi tutti gl1i archi
non tracciati, ogni schema si completa nella rappresentazione con
giunta di un torneo x e di un ordine £ che non & per esso m.p. ;
possiamo supporre, senza perdere in generalita, che i nodi siano
siglati da sinistra verso destra secondo 1'ordine nominale. Ora,
il primo schema & gia completo, e descrive il torneo transitivo
x = (2,1) e 1'ordine £ = (1,2) che, palesemente, non risulta m.p.
per x. I1 secondo schema si completa nel diagramma

considerato 1'ordine n = (3,1,4,2), che si pud derivare da £ = (L
2,3,4) capovolgendo dapprima 1'arco {2,3} e successivamente {1,3}
e {2,4}, osserviamo che d(x,n) = 1 < 2 = d(x,£), sicché £ non &
m.p. per x. Analoga la verifica per i restanti schemi. Q.E.D.

S1 osservi che, per 1la riconosciuta impossibilita della pri-
ma figura, in un ordine m.p. tutti gli archi di ampiezza 1 risul-
tano concordi, conservano cioé gli orientamenti valevoli nel tor-
neo, e costituiscono percid entro il torneo un percorso hamilto-
niano (cfr. Remage & Thompson (1966), theorem 1); potremmo quindi
pensare di dar corso all'individuazione degli ordini m.p. cercan-
do in primo luogo di determinare tutti i percorsi hamiltoniani en
tro il dato torneo.

Una traslazione destra o sinistra [h,1] , quale & stata
definita nel secondo paragrafo della presente sezione, applicata
da destra ad un ordine £ comporta il capovolgimento di un insieme
F(h,158) di [h-1| archi, ove F(h,138) = {{§(h),E(i)} : h < i <
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1} se h < 1 (traslazione destra), mentre F(h,1;&) = {{&(h),&(i)} :
1 <1 < h} seh > 1 (traslazione sinistra). Dato un torneo x, u-
na traslazione [ h,1]- sia ritenuta bilanciata per un ordine &
se gli archi da essa capovolti in & sono per meta discordi e per me
ta concordi rispetto a x, quando cioé |F(h,138) n D(x,&)| = |F(h,]
;E) - D(x,&)|; siccome D(x,& o [h,1] ) = D(x,&) A F(h,13&), u-
na traslazione bilanciata non altera la distanza da x dell'ordine
cui viene applicata e quindi, in particolare, se 1'ordine £ & m.p.
per x anche 1'ordine traslato £ o [h,1] sara m.p. per x; in
altri termini, Ta classe S(x) risulta chiusa alle traslazioni bilan
ciate di propri membri. Conveniamo ora di ritenere due qualsiasi or
dini £,n in S(x) fra loro adiacenti per traslazione se esiste

[h,7]  traslazione bilanciata per £ tale che n =& e [h,1] ;
codesta relazione, ovviamente simmetrica in quanto [h,1]-1 =

[1,h] , struttura 1'insieme degli ordini m.p. quale grafo: in
esso due ordini &, n risulteranno fra loro connessi quando 1' uno
possa essere derivato dall'altro tramite una sequenza di traslazio-
ni bilanciate, quando esistano cioé delle traslazioni t,,...,t, ta-
11 che t, @ bilanciata rispetto a Egotjo...ot -, per p =1,...,m
(con oty = &) e Eotje...ot, = n. E' dato di sequito i1 grafo
degli ordini m.p. per il torneo di fiqura 1, un grafo evidentemente
connesso;

l1.2'3’4' 5)
(2,3,4,5,1) (5,1,2,3,4)
{3141 511-2I S — ("1 5,1, 2:3]

FIGURA 6. Grafo per traslazione degli ordini m.p. assoeiati al tor-
neo di figura l. Ciascun arco corrisponde in Senso orario
alla traslazione sinistra [5,1] e in senso antiora-
rio alla traslazione destra [1,5]

in casi del genere & sufficiente conoscere un singolo ordine m.p.
per determinare 1'intera classe S(x), potendo gli altri ordini esse
re derivati da quello mediante ripetute traslazioni bilanciate. Que
sta circostanza non vale comunque in generale; lo testimonia, ad e-
sempio, il seguente torneo, per il quale esistono due soli ordini
m.p., precisamente(1,2,3,4,5,6) e (4,1,5,2,6,3), non vincolati da
traslazione bilanciata.
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Ritornando all'indice di Slater vengano designati, per k inte
ro positivo, con i il pid piccolo e con Ty i1 pid  grande
dei valori assunti da tale indice in tornei fra k termini, e per
ik < p<iy sia fy(p) i1 numero di questi tornei con indice
slateriano p. Ovviamente iy =0, confine raggiunto dai tornei
transitivi, e per la proposizione 1.ii certamente iy S n/2 =Kk
(k-1)/4; non si conoscono formule che esprimano direttamente i
in funzione di k; sappiamo perd,in base ad un risultato di Erdds &
Moon (1965), che .Ek S k(k-2)/4 oppure < (k-1)2/4a seconda che
k sia pari oppure dispari, e che fissato § > 0 piccolo a piacere
risulta i K > (1-8)k(k-1)/4 per k sufficientemente grande. Scar
se sono pure le conoscenze generali sulla funzione fk(p),della qua
le Slater (1961) presenta formule di calcolo soltanto per p =0(1)3
(§ 3) e tabula i valori relativamente a k = 2(1)8 (table 1); si os
servi comunque che sicuramente fi (p) > 0 per ogni 0 < p < s

infatti, considerati un generico torneo x con i(x) = ipe un
associato risolutore D = {a;,..., ajy} di minima cardinalitﬁ, po-
nendo induttivamente Yig =x€ey¥p= yp+1\ ap+y Per p = i1,

...»1,0 avremo, secondo la proposizione 2.iv, a(yp) =pper p =
0,1,..., E—k-

4. RETTIFICA DI UN TORNEO E SUOI CICLI

Un eielo in un torneo & un percorso che, sequendo 1'orienta-
mento degli archi, passi per alcuni dei nodi,una singola volta per
ciascuno, chiudendosi alla fine su sé& stesso; un ciclo C pud esse-
re descritto o con la sequenza C = (115120000siysiy) dei distinti
nodi da esso toccati, ove i,, designato ad arbitrio come nodo ini-
ziale, & ripetuto alla fine per rilevare il chiudersi su sé& stesso
di un percorso circolare, oppure con 1'insieme C = iadaks 13 5
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13},...,{im,11}} degli archi per i quali il ciclo medesimo transi-
ta; i1 numero m di quei nodi o, indifferentemente, di quegli archi
€ la lunghezza del ciclo. Indicheremo con ¥ (x) la totalita dei
cicli in un torneo x; i cicli pil brevi, di lunghezza 3, saranno
anche detti ¢riadi, e con Z (x) verra indicata la loro collezione.

Relativamente al nostro problema, su come approssimare ordini
a tornei, il riferimento alle strutture circolari appare inevitabi
le e significativo, per la corrispondenza diretta esistente fra
circolarita e intransitivita di una relazione; si dimostra infatti
(cfr. Moon (1968), topic 5 exercise 3, topic 7 theorem 9 (5)) che
in un torneo transitivita, assenza di cicli e assenza di triadi so
no condizioni equivalenti; e i1 numero | & (x)| delle triadi in x
€&, in definitiva, i1 numero dei casi invalidanti Tla transitivita
della relazione X , espressa dalla (5), e costituisce percid ade-
guata misura della intransitivitd del torneo. Questa misura sara
detta Zndice di inconsistenza per X, e verra designata con la nota
zione d(x); compare quale concetto centrale nel classico studio di
Kendall & Babington Smith (1940) sulla comparazione per coppie,nel
quale ritroviamo pure 1'equazione

LS

k(k-1) (k-2)/6 - j=1 Sx(1) (s, (i)-1)/2 (9)

d(x)

che vincola direttamente 1'indice d(x) al vettore s, =(sy(1),...,
S(k)) dei punteggi nel torneo x, ove sy(i) per i = 1,...,k & 1l
numero degli archi in uscita dal nodo i entro x (per una verifica
immediata dell'equazione si veda Harary, Norman & Cartwright
(1965), theorem 11.10). Disponiamo dunque di due differenti misure
dell'intransitivita di un torneo: 1'indice di inconsistenza d(x) e
1'indice slateriano i (x); i1 primo corrisponde al numero di smen
tite che la condizione di transitivitd, nella sua enunciazione lo-
gica, subisce all'interno del dato torneo, mentre i1 secondo espri
me Ta distanza minima fra questo torneo e i tornei che alla transi
tivita si conformano perfettamente. Sara ovviamente istruttivo in-
dagare sui rapporti tra queste due misure, interna ed esterna, di
intransitivita; alcuni risultati, concernenti in particolare 1la
correlazione tra i due indici, sono gia dati in Slater (1961) § 5
e in Bezembinder (1981) § 9.

La rettifica di un torneo, la sua trasformazione in torneo
transitivo, comporta, naturalmente, 1'interruzione di ciascuno dei
suoi (eventuali) cicli, per capovolgimento di almeno un arco in o-
gni ciclos di qui 1'interesse per quegli insiemi di archi in un
torneo x che intersechino non a vuoto ognuno dei cicli in x, insie
mi che qualificheremo come e-tangenti per x, ponendo formalmente
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-

D & N é c-tangente per x sse

DNC#¢@ perogniCe€(x)

e intendendo i cicli stessi quali insiemi di archi. La famiglia
dei c-tangenti per x costituisce un filtro d'ordine (cfr. Aigner
(1979), p. 33) entro la totalita dei sottoinsiemi di N parzialmen-
te ordinata secondo inclusione, poiché evidentemente un insieme di
archi che includa un c-tangente forma a sua volta un c-tangente; a
tale famiglia e, in particolare, ai suoi membri minimali fa riferi
mento il seguente.

4. Teorema: Per un arbitrario torneo X

(1) ogni risolutore é c—tangente,

(11) ogni e-tangente minimale é risolutore.

dimostrazione (i) Se D € N non fosse c-tangente per x allora esi-
sterebbe C € € (x) taleche D n C= ¢ , sicché pure C € &
(x \ D), e quindi x \ D non sarebbe transitivo, e D non costitui
rebbe per x un risolutore. (ii) Sia D < N c-tangente minimale per
x; proveremo che D & pure risolutore per x verificando 1'inesisten
za di triadi entro y = x \ D. Si osservi innanzitutto che un'even
tuale triade (p,q,r,p) potrebbe realizzarsi in y in una delle se-
guenti otto maniere:

X eq ﬁ eq P'oq bo) eq
/ /\ 0 (&
\ N .
@ —a 9 e o —a0 ® ——p——0
p r P r P r p r
eq eq
\ ,"'
\ ’
\ /
[ — o —s— 0
P r p r
°q eq
20
/ \
®—a— 0 o——n—0
) r p r

in questi schemi sono indicati gli orientamenti validi in x, e so-
no tratteggiati gli archi appartenenti a D, soggetti quindi a capo
volgimento nel passaggio da x a y; proveremo 1'impossibilita dei
soli quattro casi della fila superiore, costituendo gli altri sem-
plici variazioni dei casi intermedi. Caso a: In questa situazione
la triade (p,q,r,p) figurerebbe gia in x e, quale insieme di archi,
risulterebbe disgiunta da D; ma allora D non sarebbe c-tangente
per x, contro 1'ipotesi. Caso B: Nel secondo caso la triade (p.q,
r,p) in y deriverebbe dalla terna transitiva (p,q,r) in x per capo
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volgimento del solo arco a; = {p,r}. Sia &, la collezione dei ci
cli in x contenenti 1'arco a;; sicuramente €3 # @ , poiché al
trimenti D - {a;} sarebbe c-tangente per x, contro 1'assunta mini-
malita di D. Per un qualsiasi ciclo C = (p,ryiys...,ip,p) in €3
si ponga C = (P,Q,ig4ys--->ipsp) Oppure (p,q,rsiys...»ig.p) a se-
conda che esista o non esista un s tra 1 e m con ig = q; ovviamen-
te C descrive ancora un ciclo in x, per il quale, come insieme di
archi, risulta

CL D fa.} , C-C < {a,,a,} (10)
ove a; = {p,q} e a, = {g,r}. Ora, se esistesse C € &, tale che
[IC n D| = |{as}| = 1, per 1a(10) e siccome a,,a, ¢ D  avremmo
C nD= g , eD non sarebbe c-tangente per x; quindi |C n D|>1

per ogni C € %33 ma allora anche D-{a;} & c-tangente per x, con
tro 1'ipotizzata minimalita di D. Caso y: In questo terzo caso Tla
triade (p,q,r,p) in y deriverebbe dalla terna transitiva (r,p,q)in
X per capovolgimento degli archi a, e a,. Siano ¥, e €, le col
lezioni dei cicli in x contenenti a, e, rispettivamente, a,, col-.
lezioni sicuramente non vuote per 1'assunta minimalita di D; in
corrispondenza ad arbitrari C; = (q,p,i;s...,iy,q) in €, e C, =
(rsQsdis...»dpsr) in €, possiamo comporre C,*C, = (Psiassessipg s
Q5J1s---35dpnsrsp) che descrive un percorso entro x chiuso su sé
stesso e per il quale (trattando C,, C, e C,-C, come insiemi di ar
chi) risulta (C; u C,) - Cy+C, = {a;,3,} e C;+C, - (C; U C,) =
{a;}, e all'interno di C,+C, & comunque possibile isolare un ciclo
C,*C, in x contenente a;, per i1 quale avremo

(C; u Cy)-C,<C, =2 {a;,a,} , C;+C, - (C, U Cy) = {a5} (11)
Ora,se esistessero C; € ¢, e C, € ¥, tali che |C; n D] = [{a,;}]
=1le [Con D] = |[{ay}| =1, in base alla (11) e siccome a, ¢ D per

1'associato C,+C, sarebbe C,*C,» D = @, e D non sarebbe c-tangen
te per x; quindi o [C; » D| > 1 per ogni C, € €,,sicché D-{a,} &
c-tangente per x, oppure |[C, » D| > 1 per ogni C,€%,, e in tal ca
so D-{a,} & c-tangente per x; ma entrambe le possibilita contraddi
cono la minimalita di D. Caso &: La triade (p,q,r,p) in y derive-
rebbe in questa quarta circostanza dalla triade (p,r,q,p) in x per
capovolgimento di tutti e tre gli archi a;,a,,a;. Detto €hn, per
h=1,2,3, 1'insieme dei cicli in x contenenti 1'arco ap, per 1'as
sunta minimalita di D sicuramente €} # @; inoltre, con un pro-
cedimento simile a quello sopra descritto, per arbitrari C, € €,,
C, € €, eC; € ¥, & possibile determinare un ciclo C,+C,+C; in
x tale che




L0

Ba=LvCs B (Cy € wiCa) = {48540k (12)

Se , esistessero C, € ¢, ,C, € ¥,eC; € ¢, tali che . |Ch
N D| = |{ay}| = 1 per h = 1,2,3, dalla (12) otterremmo C,+C,C, N
D=¢g , contro 1'ipotesi che D sia c-tangente per x; ma allora per
qualche h = 1,2,3 sara IC‘] N D| >1 in corrispondenza ad ogni Ch S
€ h> @ quindi D-{ap} & c-tangente per x, contro 1'ipotizzata mini-
malita di D. Q.E.D.
Dal teorema seguono interessanti caratterizzazioni per i riso-
lutori di minima cardinalitd e per 1'indice slateriano.
5. Corollario: I risolutori m.c. per un torneo X sono gli insiemi
e—tangentl per X di minima cardinalitd; 1'indice slateriano di X &
la mintma cardinalitd degli instemi di archi com intersezione non
vuota rispetto ad ogni eiclo in X.
Ritroviamo, verificata in altra maniera, questa stessa caratte-
rizzazione per 1'indice di Slater in Remage & Thompson (1966), theo
rem 2.

I1 seguito di questa sezione & dedicato allo studio delle tria
di, in rapporto alla rettifica dei tornei. Riprendendo un'idea di
Phillips (1967), per un qualsiasi torneo x,con famiglia triadi 7(x),
costruiremo una tabella E(x) = (e(C,a) : C € J(x), a € N) po
nendo e(C,a) = 1 oppure 0 a seconda che 1'arco a appartenga o non
appartenga alla triade C, tabella che chiameremo matrice triadi -
per-archi di x; la seguente, ad esempio, & la matrice triadi-per-ar
chi del torneo in figura 1. |

{1,2} {1,3} {1,4} {1,5} {2,3} {2,4} {2,5} {3,4} {3,5} {4,5}
@241 o 1 © @ 1 ® 0 0 0

(1,3,4,1) 0 1 1 @& o @& 0 1 0 0

(1,3,5,1) 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0

(2,3,5,2) 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0

24,520 o0 © © D 1 1 0 0 1
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Di una triade che contenga un determinato arco a diremo che risulta
a carico di a, e per carico triadi di a sara inteso i1 numero delle
triadi contenenti a; 1'ultima riga della data tabella, somma delle
righe precedenti, riporta i carichi triadi degli archi specificati
in testa alle varie colonne. Qualificheremo come t-tangente per X
un qualsiasi D = N che contenga qualche arco di ciascuna delle tria
di in x, sicché formalmente

D<N @& t-tangente per x sse
DNC#g perogni C € €(x);

la famiglia dei t-tangenti include,evidentemente,la famiglia dei c-
tangenti e, al pari di questa, costituisce un filtro d'ordine en-
tro la totalita dei sottoinsiemi di N parzialmente ordinata secondo
inclusione; per i1 teorema 4.i anche ogni risolutore 'sard t-tangens=
te: una osservazione ovvia, che consente perd di stabilire un signi
. ficativo confine inferiore per 1'indice slateriano, in funzione del
vettore punteggi.

6. Proposizione: Per 1'indice slateriano di un arbitrario tormeo X
risulta

i(x) 2 rd(x) / max(i,j) e Ax min (k-s(i)-1, s(j);
2“(5)'21: (587) ) 7 max 5,5 e M (k-S(i)-l,s(J)ﬂ

ove Ay, (s(1),...,s(k)) e d(x) siano, nell'ordine, 1'insieme degli
archi orientati, il vettore punteggi e 1'indice di- inconsistenza
del torneo X, e per Z numero reale [2] designi il minimo intero
non infertiore a z.

dimostrazione Per qualsiasi arco a € N ((i,j) € Ay) sia T(a) (T(d,
J)) 1'insieme delle triadi in x a suo carico. Considerato D risolu-
tore m.c. per x avremo, evidentemente, [D| = i (x) e Usep T(a) =
7 (x), essendo D t-tangente per x; ma allora

d(x) = | 7)1 <D IT(a)]
< i(x)emaxy o NIT(R)] = i(x) max(i’j) . Ax|T(1',j)|

e quindi, essendo i(x) numero intero,

i(x) = rd(X)/max(i’j) “ AxlT(i,J)I" . (13)

Se per un generico nodo h poniamo K*(h) = {1 € K : 13h} e K™(h)
= {1 € K : b¥1}, sicché |K*(h)| = k-s(h)-1 e |K™(h)| = s(h), avremo
che Te triadi in x contenenti un dato arco (1,J) saranno tante quanti
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i punti nell'intersezione K¥(i) m K™(j); ma evidentemente |K¥(i) m
K7(3)| < min ([KF(i)], [K7(3)]) = min (k-s(i)-1, s(3)), donde Ta
conclusione, per la (13) e 1a (9). Q.E.D.

Esistono tornei nei quali 1'indice slateriano raggiunge il con
fine inferiore indicato; il torneo di figura 1 ne costituisce un e-
sempio. Naturalmente, figurando i risolutori di un torneo fra i t-
tangenti del medesimo, la minima cardinalita dei t-tangenti non pud
superare la minima cardinalitd dei risolutori, che & 1'indice slate
riano del torneo; ma pud accadere, in particolari tornei, che la
prima sia pil piccola della seconda, o non sussiste piuttosto fra
le due generale uguaglianza, come (in base alla seconda parte del
corollario 5) fra minima cardinalitd dei risolutori e minima cardi-
nalitd dei c-tangenti? Ripetuti tentativi non hanno consentito di
risolvere questo problema; & stata perd accertata 1'esistenza di t-
tangenti con cardinalitad identica all'indice slateriano e che tutta
via non sono dei risolutori; 1'insieme di archi {{1,3},{1,4},{1,5}}
entro il torneo di figura 1, e 1'insieme di archi {{1,4}, {2,5} ,
{3,5}, {4,6}} riferito al seguente torneo

1
°

7
%
3® \\

4

sono degli esempi; simili casi mostrano che se modificassimo il co-
rollario 5 facendo riferimento ai t-tangenti piuttosto che ai c-tan
genti otterremo un enunciato la cui prima parte sarebbe sicuramente
falsa, anche se 1'identita asserita nella seconda dovesse valere.
Nella rettifica di un torneo, perché una triade risulti inter-
rotta senza perd tramutarsi nella propria capovolta occorre, eviden
temente, che il risolutore contenga esattamente uno oppure esatta-
mente due dei suoi archi; diremo in un caso che la triade & I-risol
ta e, nell'altro, che essa & 2-risulta.
7. Teorema: Ciascun arco in un risolutore D di minima cardinalita
per un torneo X possiede a carico almeno una triade 1-risolta da D.
dimostrazione Possiamo ipotizzare, senza perderein generalita,x \ D
= g = (l,...,k); per un assegnato arco {i,j} in D, con i < j, con
sideriamo la trasposizione (i,j) e 1'ordine ¢ = €o(1,j); consideria
mo pure g1i insiemi H = {i+l,...,j-1} e L = {i,i+l,...,j-1,j} costi
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tuenti intervalli in e, i1 primo dei quali venga suddiviso nelle
parti

g

} (14)

theH : i Xh,n% 31, vt
X }

h
H™* = {heH : h h

I

fheH : i 3 h, j
theH : h3 i, j

)
-
=
+
.
—
-
=
1
1
I

Confrontando i1 torneo ristretto x|L e 1'ordine ristretto e|L rile-
viamo che fra essi sono discordi 1'arco {i,j}, ogni {i,h} per

heH*u H ™, oani {h,j} per h € HF" U H™™ e ciascun arco discor-

de fra x|H e €|H, sicché

d(x|L, €|L) = 1+|H " |+|H~*|+2|H™"| + d(x|H,e|H) 3 (15)
riconosciamo analogamente che
d(x|L,z|L) = [HY"] + |H~F| + 2|H™] + d(x|H , €]H) (16)

notando, in particolare, che la trasposizione (i,j) toglie {i,j}
dagli archi discordi e che ¢|H = €|H. Ora, se 1'arco {i,j} non pos
sedesse a carico alcuna triade l-risolta da D, sarebbe H** = & e
quindi, per la (15) e la (16), d(x|L,e|L) > d(x|L,z|L): una dise-
guaglianza impossibile poiché, per 1'ipotesi su D e per la proposi
zione 2.i, €|L & ordine m.p. per x|L. Q.E.D.

Dal teorema discendono significativi risultati particolari.

8 . Corollario: Ogni risolutore m.c. di un tormeo X ¢& t-tangente
mintmale per X.

dimostrazione Gid sappiamo che gqualunque D risolutore di x & t-
tangente per x; se poi D @ m.c. allora per ogni a € D 1'insieme ai
archi D-{a} non toccherda le triadi l-risolte a carico di a, e non
sara percido t-tangente. Q.E.D.

9. Corollario: L'indice slateriano di un tormeo X comunque non su-
pera il suo indice di imconsistenza, ossia i (Xx) < d(x).
dimostrazione Possiamo definire una funzione iniettiva da un gene-
rico risolutore m.c. per x all'insieme delle triadi in x, associan
do a ciascun arco del risolutore una triade l-risolta a suo carico.
BiE.D.

Immaginiamo di comporre un diagramma ad archi, del tipo esem-
plificato in figura 4, tracciando ad arbitrio alcuni archi conti-
nui e altri tratteggiati; siglati in un qualche ordine i nodi avre
mo definito, secondo le concordate norme grafiche, un torneo per
il quale 1'insieme degli archi tratteggiati costituisce un risolu-
tore, non necessariamente di minima cardinalita . Chiediamoci: &
possibile in ogni caso, con 1'aggiunta di altri nodi e relativi ar
chi tutti continui, estendere quello iniziale ad un torneo per il
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quale 1'originario insieme di archi tratteggiati sia risolutore di

minima cardinalitd? La risposta, positiva, & contenuta nella seguen
te

10. Proposizione: Per un qualsiasi tormeox su K = {l,...,k} e un ar

bitrario D suo risolutore esistono un numero naturale M e un torneo
y su {l,...,k,k+l,....ktm} tali che y & estensione di X (ossia X =
¥|K) e D é L'unico risolutore m.c. per y.

dimostrazione Posto & = (&(1),...,E(k)) = x\ D, i1  risolutore D
venga ordinato parzialmente secondo i1 ricoprimento fra gli archi
in £ (si veda figura 3) e siano 3gs8y3.-.58y_, 1 suoi membri minima
1i, per i quali conveniamo a ='{1q,jq} con g‘l(iq) < g“‘(jq) per
q =0,1,...,v-1; inoltre, considerato per ogni termine in K i1 nume
ro degli archi in D che 1o contengono, sia A i1 pid grande fra tali
numeri. Per s numero naturale indichiamo con Ng 1'insieme degli ar-
chi (non orientati) relativi ai tornei sul dominio {1,....,k, k + 1,
.+.sk+s}; siano inoltre u i1 massimo carico triadi in x per gli ar-
chi non compresi in D, o = max (A,u)+l e m = v-o. Costituiamo ora u
na sequenza

(EpsXg) » (E1sX1) 5 o v vy (Em,xm)

di diagrammi ad archi a duplice tratto, ciascuno dei quali descrive
ra simultaneamente un ordine £5 e un torneo xg; la sequenza sia de-
finita induttivamente identificando innanzitutto (£,,x,) con la rap
presentazione del torneo x secondo 1'ordine £, nella quale saranno
tratteggiati i soli archi in D; quindi per s = 0,1,...,m-1, posto s
= qeotr con r = 0,1,...,0-1, si costituisca (£g4,,Xg4;) arricchendo
(EgsXg) di un nuovo termine k+s+l, da inserire in una posizione p-
(s+1) sulla destra di Es'(iq) ma non di £s'(Jq)» € convenendo siano
tutti continui g1i archi incidenti sul nuovo termine. In questo mo-
do passando da un diagramma a quello successivo non sono introdotti
nuovi archi discordi, sicché D(Xg4;sEg+;) = D(XgsE) per s = 0,1,

.,m-1; ma allora, siccome D(xysE,) = D, sara D(XpsEy) = Ds e 1'in
sieme di archi D costituisce quindi un risolutore per il torneo y
Xme Non resta dunque che verificare la non esistenza per y di altri
risolutori con cardinalita minore od uguale alla cardinalitad di D;
a tal fine consideriamo per s = 0,1,...,m-1 e per a = {i,j} € No+1 s
con £y, (i) < £54,(3), 1a composizione dell'insieme Tg,,(a) delle
triadi nel torneo xg; a carico dell'arco a. In base "al descritto
procedimento di costruzione riconosciamo che: se a € D allora Tg,,
(a) = Tg(a) v {(i,k+s+1,j,i)} oppure Tg4+,(a) = Tg(a) a seconda che
risulti oppure no £7¢(i) < p(s+l) < £71(j) (queste relazioni valgo-
no sicuramente se, per s = geo+r con r = 0,1,...,0-1, 1'arco a rico
pre 1'arco ag minimale in D); se a € Ng-D allora Tgy,(a) = Tg(a); e
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se a € Ngy1-Ng allora Tgy,(a) = {(i,k+s+1,1,i) : {i,1} € D, £71(1)>
p(s+l)} per a = {i,k+s+1} con E';(i) < p(s+l), mentre T, (a)={(h,
k+s+l,j,h) : {h,j} € D, £72(h) "< p(s+1)} per a = {k+s+l,j}  con
E';(j) > p(s+1). Da questi rilievi inferiamo che,al termine del pro
cesso, a ciascun arco a € D corrispondera un insieme Tg(a) di alme-
no o triadi entro y l-risolte da D a carico di a, mentre per ogni a
€ Np-D sard |Tp(a)| < max (A,n) < o. Supponiamo ora esista per vy
un risolutore E # D con |E| < |D|, sicché pure [E-D| < |D-E|; 1le
triadi nell'insieme LJa € D-E Té(a), in numero non inferiore a o
|D-E|, non possono essere rettificate dagli archi in D n E, poiché
tali triadi sono 1-risolte da D a carico degli archi in D-E; dovran
no quindi essere rettificate dagli archi in E-D; ma cid non pud ac-
cadere, giacché gli archi in E-D sono in grado di risolvere al pid
}]aEEE_D|Tm(a)| triadi, un numero pil piccolo di o-|D-E|. Q.E.D.
Potrermo interpretare questa proposizione con riferimento alla
famiglia degli archi ordinata parzialmente secondo ricoprimento di-
cendo che 1'essere di minima cardinalita non impone ad un risoluto-
re alcuna restrizione se tale famiglia & vista dall'alto verso il
basso, senza una profondita prefissata; precise restrizioni si dan-
no invece nella direzione opposta, come risulta dalla proposizione
3.

Potremmo operare la rettifica di un torneo x secondo un risolu
tore D = {a;,...,a,} in forma sequenziale, fissando un ordine (arl,
...,arp) fra gli archi in D e determinando uno dopo 1'altro i tor-
nei

Xo = X 5 X1 = X\ @p 5« .05 Xp = Xpoy\ ry (17)

ove per 1'ultima equazione in (4) sara Xp = X \ D,1'ordine realizza
to da D su x.Considerata in parallelo la sequenza Tl kg )T %s ) ownns
ﬁf(xp) degli insiemi delle triadi nei singoli tornei,avremo T (Xo)
# @ (a meno che x sia gid transitivo) mentre sicuramente T (xp) =
@ 3 i1 processo di rettifica comporta dunque 1'annullamento, passo
dopo passo, di tutte le triadi del torneo originario. Non necessa-
riamente perd questo annullamento risulta progressivo, nel senso
che F(x5) =2 F(x1)=2... 2 J (xp)s & vero infatti che i1 capo-
volgimento di un arco provoca la risoluzione, senza ritorno, delle
triadi fino ad allora a suo carico; ma & anche vero che i1 medesimo
capovolgimento potrebbe rendere circolari terne irizialmente transi
tive, le quali saranno nuovamente rettificate capovolgendo archi
successivi. Ma allora, in quali casi possiamo ordinare gli archi di
un risolutore in modo tale che 1'annullamento delle triadi risulti
progressivo, nel senso indicato? Una condizione sufficiente viene e
nunciata nella seguente
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11. Proposizione: Sianc x un tormeo e D un suo risolutore. Se non e
stste in X aleuna terna transitiva i cui avehi siano tutti presenti
in D, allora é possibile ordinare D in modo tale che nella rettifi-
ca sequenziale 1'annullamento delle triadi risulti progressivo.
dimostrazione Notiamo in primo luogo, con riferimento alla rappre-
sentazione del torneo x secondo 1'ordine E = x\ D, che degli otto
schemi possibili per una terna di x i soli ad ammettere 1'eventuale
formazione di una nuova triade sono

,"'"""\ - —_———

g z N

/r‘_"" \\ /’ ,:..\ /-“-. _~
y m r—\, \\\ ‘ff % ‘;.

precisamente, nel primo e nel secondo schema si costituisce una nuo
va triade qualora dei due archi tratteggiati venga capovolto per
primo quello inferiore; nel terzo invece quando dei tre archi sia
capovolto per primo quello superiore. Ora, escluso per ipotesi 1l
terzo schema, se ordiniamo parzialmente i1 risolutore D secondo il
ricoprimento fra gli archi in £ e scomponiamo i1 medesimo D in stra
til By DZ,...,Dt raccogliendo in D; g1i archi massimali entro D, in
D, gli archi massimali entro D-D,, ecc., un qualsiasi ordine (a,,,
v+381p 5ee.58p 5000584, ) nel quale {ag,,...,ag, } = Dg per s = 1,
STt g%ré il gérattergpFichiesto. Q.E.B{ *Ps
Notiamo che fuori dalla detta condizione non sempre € possibi-
le ordinare un risolutore alla maniera desiderata; nel seguente dia
gramma, ad esempio,

quale che sia 1'arco tratteggiato che per primo viene capovolto si
costituisce una nuova terna circolare. I1 rilievo rimane valido, in
base alla proposizione 10, anche quando i1 risolutore sia assunto
di minima cardinalita.

Seguitando questo genere di riflessioni passiamo ora a conside
rare, parallelamente alla (17), le sequenze E(Xg)s E(X1)seess i
(xp) degli indici slateriani e d(xg), d(Xx;),...,d(x,) degli indici
di inconsistenza dei vari tornei; ovviamente i(xpg =0 = d(xp) e,
posto che x non sia gia transitivo, i (xg) >0e d(xy) >0, sicche
al processo di rettifica si accompagna la discesa verso lo zero di
entrambi g1i indici di intransitivita. Riterremo 1'annullamento del
1'indice i strettamente progressivo se la corrispondente  sequenza

-

numerica & strettamente decrescente, quando cioé i(Xg) > &(xy)>




27

i o i(xp); similmente per 1'indice d.

12. Proposizione: Siano X un torneo e D un suo risolutore.Se D & di
minima cardinalitd allora qualungue suo ordine dard una rettifica
sequenziale di X nella quale 1'annullamento dell'indice slateriano
risulta strettamente progressivo, e per qualche suo ordine é stret-
tamente progressivo pure 1'annullamento dell'indice di inconsisten—
a2d.

dimostrazione La parte relativa all'indice slateriano segue diretta
mente dalla proposizione 2.iv. Passiamo quindi alla verifica della
parte sull'indice di inconsistenza, e al riguardo, assunto per sem-
plicita x\ D = € = (1,...,k), sia (a15...53p) un ordine su D del
tipo definito verificando la proposizione 11, un ordine cioé nel
quale ogni arco in D preceda dqualsiasi altro arco in D da esso rico
perto entro €; si costituisca la sequenza Xg = Xs X; = X5 \ @1s.-.5
Xp = Xp-1 \ a, e, per un arbitrario r = 0,1,...,p-1, si confrontino
g?i indici d(x,) e d(xp4;) = d(Xp\ ap4y)- Dall'ultima equazione in
(4) e per la proposizione 2.iv avremo che € = X, \ {ap4;,...,3p} @
ordine m.p. per il torneo x,.; inoltre, rappresentato x, secondo € ,
non ricoprendo ap;; in € nessuno degli altri archi discordi tra € e
Xps per una qualsiasi terna in x,. che contenga ap,; dovrd valere u-
no dei seguenti otto schemi:

Bre1 t, 2w ¢, e re1
N = &N v S
ts tg t; tg

N e o T e
af.’? r+1 ar’1 ar"f

per h =1,...,8 sia Ty, 1'insieme delle terne in x,. di tipo tp. Os-
serviamo ora che il capovolgimento dell'arco a,,, nei casi t,, t; ,
ts e t, da una terna transitiva produce una nuova terna transitiva,
in t,, t, e tg da una terna circolare genera una terna transitiva,
mentre in t, trasforma una terna transitiva in circolare; pertanto

d(xp) = d(Xpy,) = [Ty [+][Te[+|Te]=]Ty]. (18)

Supposto  ap;, = {i,j} con i < j, si suddivida 1'insieme H dei
termini situati in e tra i e j nelle parti Ht*, HT™, K e H™~ in
conformita alla (14) secondo i1 torneo x,; chiaramente |T,| = |H**|
e |Ty| = |H™"|. Non pud essere |Ht*| < |H™"|, poiché altrimenti ap-
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plicando a e la trasposizione (i,j) avremmo d(Xps€) = d(xp,e2(i,3))
> 1+ |[H™=| - [H**| >0, contro 1a massima prossimita di e a K| 3
quindi [T,| > |T,| e, per 1a (18), pure dixp) > d{%pse)« 0.E.D.

Non tutti gli ordini su un risolutore m.p. rendono strettamen-
te progressivo 1'annullamento dell'indice di inconsistenza; per il
seguente torneo, ad esempio,

1
&

nel quale d = 5, 1'insieme di archi {{1,5}, {3,5}, {3,7}} costitui-
sce un risolutore m.p.; ma se iniziamo la sua rettifica capovolgen-
do T'arco {3,5} avremo al primo passo d = 6.

5. RETTIFICA DI UN TORNEQ E SUE CONGRUENZE

Con riferimento ad un torneo x su K diremo che un dato nodo i
@ fortemente connesso ad un nodo J, e scriveremo i f.j, quando i
due coincidano oppure esistano in x percorsi sia da i a J che da j
a i3 in formula

J oppure

hlﬁ...ihpij e j-’ill-’i...ilqii

X
=3
per convenienti hl,...,hp, ]1,...,1q € K

Codesta connessitd forte tra nodi costituisce, evidentemente, rela-
zione riflessiva, simmetrica e transitiva, ossia un'equivalenza sul
dominio K; essa coincide con 1'identita su K per x torneo transiti-
vo; nel caso opposto, quando la connessitd forte sia 1'equivalenza
universale, quando cioé tutti i nodi risultino a due a due fortemen
te connessi, il torneo x & ritenuto forte (o fortemente connesso) (cfr.
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Moon (1968), topic 3). Ad un torneo x corrisponde pure una scomposi
zione transitiva x/ X = (Kys--.,K:), definita quale partizione ordi
nata del dominio K nelle classi d'equivalenza secondo la connessita
forte, dette componenti fort< di x, disposte in modo tale che per
1< p<q<msia i¥j per arbitrari i e Kp e J €Ky in base alla
connessita forte un torneo x si risolve dunque nalla scomposizione
transitiva x/ & , che & torneo transitivo "tra" i blocchi determina
ti in K dall'equivalenza £, e nei tornei ristretti x|Ky,..., x |Kq
“entro" i blocchi, ciascuno dei quali & sottotorneo forte massimale
in Xx; ovviamente se x & transitivo allora x/X consistera in una se
quenza di singletons, identica ad x nella sostanza, mentre se x &
forte allora K & Ta sua unica componente forte: per questo i tornei
forti sono anche detti <rriducibil: (cfr. Moon (1968), theorem 2) .
Importa rilevare che la scomposizione transitiva di un torneo puod
essere inferita direttamente dal suo vettore punteggi; disposti in-
fatti questi punteggi in un ordine s(i,) > ... > s(iy) secondo gran
dezza non crescente e individuati g1i indici 1 = j, < ... < Jn S k
tali ched X . s(ip) = k"%9+1 per p = 1,...,m, avremo, richia
mando un ¢lat¥ico risultato di Landau (1953), K, = {ijgs Tg5tlsesss
ijp+1-l} per p = 1,....m-1 e Kp = {ij., Tjptae-<-sikks quesgo crite
rio applicato al seguente torneo

1(2)

ﬂn.«"’/‘ \M‘““~.a(ﬂ

3(6)e

FIGURA 7. Torneo fra K = 8 nodi e associata scomposizione transiti-
va. Il numero tra parentesi accanto a ciascun nodo & <l
suo punteggio.
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mostra, ad esempio, che K, = {3,5,7}, K, = {4} e K; = {1,2,6,8} so-
no le sue componenti forti; i1 diagramma nella parte inferiore del-
la figura costituisce quindi una espressione alternativa,e pil chia
ra, del torneo dato. In che rapporto stanno gli ordini m.p. di un
torneo con 1'ordine debole determinato su K dalla sua scomposizione
transitiva?

13. Proposizione: Ogni ordine & di massima prossimitd per wun dato
torneo X é compatibile con la sua scomposizione transitiva X/ X =
(Kys...sKp), nel_senso che per arbitrari l<p<g<m, 1€ I( e
J € K risulta 15 s le componenti forti di X eostituiscono in & de—
glz mtawallz, che st susseguono secondo 1'ordine x/X
dimostrazione Considerato £ = (&(1),...,&(k)) ordine m:p. per x
supponiamo, per assurdo, esistano 1< h<1<kel<p<gq<m ta-
11 che g(h) € I(q e (1) Kp designato per u = 1,...,k ocon b(u)
1'indice della componente forte contenente il nodo E(u), siccome b
(h) = q, b(1) = p e p<gq dovra es1stere u' tra h e 1-1 tale che
b(u') > b(u'+l); avremo dunque £(u'+l) ¥ £(u'), e 1'arco {E{u'), &
(u'+1)} sara quindi discorde tra x e £; ma questo & i1 primo dei ca
si esclusi dalla proposizione 3. Q.E.D.

Dal precedente enunciato e dalla proposizione 2.i ricaviamo
che per la determinazione di un ordine m.p. potremmo procedere sta-
bilendo innanzitutto la scomposizione transitiva x/X = (K,,.. - sKp)
del dato torneo, individuando successivamente per p = 1,...,m un or
dine £, su Kp che sia m.p. per il sottotorneo x[Kp, e disponendo in
fine questi ordini settoriali nella sequenza (&,,.. .s&m)s in questo
modo, ad esempio, troviamo senza difficolta che ((3,5,7), (4), k3,
2,6,8)) = (3,5,7,4,1,2,6,8) & ordine m.p. per il torneo in figura 7.
Riconosciamo pure che

i(x) = i(x|Ky) +...+ P(x]Kg), (19)

ossia che 1'indice slateriano di un torneo & la somma degli indici
slateriani dei sottotornei sulle componenti forti (si veda pure, al
riguardo, Bezembinder (1981), Appendix); e che, in generale, nel
trattare questioni relative alla rettifica dei tornei possiamo Timi
tarci a considerare i tornei forti, potendo le soluzioni essere e-
stese facilmente ai tornei riducibili, sequendo 1'accostamento se-
riale fra le componenti forti.

Il1lustriamo i1 significato dell'ultima osservazione tornando a
riflettere sul rapporto fra indice slateriano e indice di inconsi-
stenza. Sappiamo dal corollario 9 che i < d, 1'indice di inconsi-
stenza costituisce cioé un generale confine superiore per 1'indice
slateriano. Ovviamente, in un torneo degenere (su un singolo nodo)
i =0=d, e in un torneo forte su tre nodi i = 1 = d; d'altro can
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to, 1'insieme delle triadi in un torneo x & unione disgiunta degli
insiemi delle triadi nei sottotornei x|K;,...,x|Kp generati dalle
sue componenti forti, sicché parallelamente alla (19)

d(x) = d(x]K,) + ...+ d(x]Ky)s (20)

ma allora, se le componenti forti in x sono tutte di cardinalita 1
oppure 3 (la cardinalita 2 risulta impossibile) avremo che i(x) e
d(x) corrispondono entrambi al numero delle componenti forti di car
dinalita 3, e quindi coincidono. Questo perd & un caso particolare;
il rapporto fra gli indici d ed i & paragonabile al rapporto fra la
cardinalita di un insieme (la collezione delle triadi in un torneo)
e la numerosita minima di una famiglia di speciali suoi sottoinsie-
mi capace di ricoprirlo (la famiglia degli insiemi di triadi a cari
co dei singoli archi di un risolutore), sicché di regola 1'indice
di inconsistenza supera di un buon margine 1'indice slateriano. E'
pensabile quindi si possano determinare per la i di Slater confini
superiori pid precisi, pid piccoli cioé dell'indice d; un primo pas
so in questa direzione & compiuto con la seguente

14. Proposizione: Per qualsiasi X torneo forte su un insieme di Kk
2 4 nodi risulta i (x) < d(x)-1.

dimostrazione I tornei forti su k = 4 nodi sono isomorfi a quello
dato in figura 5, nel quale evidentemente i = 1 e d = 2. Consideria
mo quindi x torneo forte su K = {1,...,k} con k > 5; specificato D
suo risolutore m.c. assumiamo, per noncomplicare la notazione,x\ D
=€ = (l,...,k) ; stante i1 teorema 7 bastera verificare 1'esisten
zain Ddi qualche arcoavente a carico almeno due triadi del torneo x.
(i) Supponiamo dapprima esista a = {i,j} € D con j-i =2 4. Diviso
1'insieme H dei j-i-1 termini situati in e tra i e j in quattro par
ti H*, H*=, H™* e H™~ secondo Te espressioni (14), notiamo innanzi
tutto che H** contiene ogni termine h costituente con i e J una
triade (i,h,j,i) l-risolta a carico di a, sicché per il teorema 7
sicuramente H'™" # @, e se |H**| > 1 1a conclusione sarebbe rag-
giunta; supponiamo dunque |H**| = 1. Sotto questa condizione deve
risultare H™™ = & , poiché altrimenti applicando a e la trasposi-
zione (i,j) avremmo d(x,e o (i,j)) < d(x,e), diseguaglianza incompa
tibile con 1a massima prossimitd di € a x; ma allora pure [t >
|[H™*], giacché in caso contrario d(x,e o [i,j] ) < d(x,e) per 1la
traslazione destra [i,j] , e |H*"| < |H™*|, poiché altrimenti d
(xse o [J,i] ) <d(x,e) per 1la traslazione sinistra [dsi] i3
dunque [H*"| = [H™*|, e pertanto j-i-1 = |H| = 1+2|H""| & numero di
spari. Ora, {i,i+1} ¢ D e {j-1,j} ¢ D per la proposizione 3, e quin
di da |H™| = 1 segue {i+l,j} € D oppure {i,j-1} € D; sia, ad esem-




32

pio , b = {i+l,j} € D. Se 1'arco b possedesse a carico soltanto una
triade 1-risolta allora, ripetendo le considerazioni svolte per a,
arriveremmo a concludere che j-(i+l)-1 = j-i-2 & numero dispari,lad
dove & j-i-1 a risultare dispari; quindi o a carico di a o a carico
di b devono figurare almeno due triadi l-risolte. (ii) Consideriamo
ora il caso in cui non esistano in D archi che su e assumano ampiez
za maggiore di 3, ma si dia a = {i,j} € D con j-i = 3; per la propo
sizione 3 nella rappresentazione di x secondo € si realizzera 1o
schema

i i+1 i*2 i+3z]

entro i1 quale (i,i+1,j,1) e (i,i+2,j,1) sono triadi l-risolte a ca
rico di a. (iii) Supponiamo infine che tutti gli archi in D posseg-
gano su e ampiezza 2. Nel torneo x, assunto forte, esiste un ciclo
di Tunghezza k( un circuito hamiltoniano; si veda Camion (1959); op
pure Moon (1968), theorem 3); quindi, sotto la detta ipotesi e per
la proposizione 3 varra lo schema

nel quale (k,k-2,k-1,k) e (k,k-2,k-4,k) sono triadi distinte a cari
co dell'arco {k,k-2} in D. Q.E.D.

Dal precedente enunciato e dalle formule (19) e (20) direttamente
il

15. Corollario: In un qualsiasi tormeo X, detto V(xX) il numero del-
le sue componenti forti di eardinalitd superiore a 3, risulta i (X)
< d(x) - v(x).

Nell'intento di pervenire ad altre modalitd di riduzione di un
torneo ad una struttura "tra" blocchi e a strutture complementari
“entro" blocchi, quale si realizza nella scomposizione transitiva ,
siamo portati a considerare, come possibili blocchi, gli insiemi di
nodi indistinguibili per i rapporti con i nodi esterni agli insiemi
stessi; si tratta dei cosiddetti sottoinsiemi convessi di un torneo
(cfr. Erdds, Fried, Hajnal & Milner (1972), definition 1), per i
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quali & data la seguente definizione: H = K € insieme convesso 1in
un torneo x su K se per arbitrari i,j in H e 1 in K-H risulta i3
oppure 13i a seconda che j31 oppure 1353 equivalentemente, H & con
vesso in x se per arbitrari i,jeHe 1l € K da i e 1§j seque 1 €
H, una formulazione alternativa che giustifica 1'impiego dell'agget
tivo "convesso" nel qualificare questo genere di insiemi. Dato H
sottoinsieme convesso di un torneo x su K, per un qualsiasi nodo 1
in H® = K-H avremo che o 1 domina secondo x tutti i termini in H, nel
qual caso scriversmo 13H, oppure 1& dominato in x da ciascunodi quei no
di,e scriveremoallora H31; posto HCt = {1 e HC : 13H} e HC™ = {1 € HC
: H31} 1a coppia (HC*, HC"), detta bipartizione complementare asso-
ciata ad H, costituisce dunque una partizione del complemento HC
dell'insieme H in K. Indicheremo con #(x) la totalita dei sottoin
siemi di K convessi in un torneo x; ovviamente, quale che sia il
torneo, sono convessi 1'insieme vuoto @ , 1'intero dominio K e ogni
singleton {i} per i € K; quando la famiglia s#(x) si componga di
questi soli membri d'obbligo, detti comvessi banali, il torneo x &
ritenuto semplice (cfr. Erdds e altri (1972), definition 2). Si ri-
conosce facilmente che 1'intersezione fra arbitrari insiemi conves-
si & convessa, e che convesse sono pure 1'unione fra convessi non
disgiunti e 1a differenza fra due convessi il primo dei quali non
includa i1 secondo (cfr. Varlet (1975), theorem 1.1); parzialmente
ordinata secondo 1'inclusione insiemistica la famiglia 3#(x) costi-
tuisce un reticolo, nel quale 1'operazione di meet & 1'intersezione
e 1'operazione di join fra convessi non disgiunti & 1'unione, un re
ticolo atomico, i cui atomi sono i singletons in K, e nel quale o-
gni filtro risulta distributivo (cfr. Varlet (1975),corollary 1.1).
Chiaramente, ciascuna delle componenti forti di un torneo &
convessa, e conyessa risulta pure 1'unione di una qualsiasi sequen-
za di componenti forti costituente un intervallo entro la scomposi-
zione transitiva (e pertanto i tornei semplici sono anche forti)
dal successivo enunciato risulta che non si danno in un torneo al-
“tri insiemi convessi se non all'interno delle singole componenti
forti.

16. Proposizione: Siano X un torneo riducibile e (K;,...,K;) la sua
scompostztone transitiva. Per H sottoinsieme comvesso non vuoto di
Xs dettt p e q glt indict della prima e dell'ultima fra le componen
ti forti con qualche termine in H, se p < q allora H =LJ§= Kr.

dimostrazione Naturalmente H Q;ngz Kps per la scelta stessa di p
e q. Passiamo quindi alla verifica 8e11'inclusione inversa, desi -
gnando innanzitutto due termini, i, in H NnK, e j; in H n K., e due
circuiti hamiltoniani (i;s1250:051k, 511) entro x|K; e (Jrodas o« =
Jk.s d1) entro x|Kq, 1'esistenza de? quali nei due sottotornei for-
ti '@ garantita dal teorema di Camion (1959). Per ogni r maggiore di
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P e minore di q sara i,%K %j,, e quindi Kr S H per la convessita di
H; riconosciamo poi, secondo uno schema induttivo, che ic € H per ]
gni s = 1,...,k,, sicché Kp S H; infatti i, € H dalla scelta di i,
mentre per s = E,...,k da ig.; €H, j;e He is..lg*isijl segue ig €
H per la convessita di H; similmente qu H, sicché in definitiva
U,?:prcr S H. Q.E.D. )

La chiusura comvessa G di un arbitrario insieme di nodi G in
un torneo x & definita come i1 pia piccolo fra gli insiemi convessi
in x che includono G, ovviamente identico a @ quando questo sia gia
convesso. In un torneo transitivo gli insiemi convessi sono i suoi
intervalli, ciascuno dei quali se di cardinalita maggiore di 1 &
chiusura convessa di una coppia di nodi, i suoi due estremi: invero
questa proprietd, come sostiene il seguente enunciato, & condivisa
da tutti i tornei, anche da quelli non transitivi, nei quali pero
accade che qualche insieme sia chiusura convessa di differenti cop-
pie di nodi.

17. Proposizione: Per ogn: insteme H comvesso in un tormeo x . con
cardinalitd maggiore di 1 esiste qualche coppia di nodi in X della
quale H & chiusura convessa.

dimostrazione Verifichiamo dapprima la proprieta assumendo che il
sottotorneo x|H generato da H in x sia riducibile. Sotto questa con
dizione, scelti ad arbitrio un termine i entro 1a prima e un termi-
ne j entro 1'ultima delle componenti forti di x|H, e indicate con
{i,i} e {i,3} 1e chiusure convesse della coppia {i,j} in x|H e, ri
spettivamer.lte, in x, per la proposizione 16 sard H = {i,j} , e sic-
come {i,j} < {i,j} avremo H < {i,J}; ma evidentemente anche {1.1}
S H poiché {i,j} S H e H & convesso; dunque H = {i,j} . Passiamo
quindi al caso generale. Designati due qualsiasi nodi i,;, j, in H,
si consideri la partizione H = {i,,j,} U LY U LT di H nella chiusu-
ra convessa della coppia {i,,j,} e negli insiemi Lt = {1 e H : 71X
{i;,5:3} e LT = {1 eH : T4,,5,F % 1}; pud accadere che Lf=g e
Ly = @, sicché H = {i,,3,},, € in questo caso la conclusione & rag
giunta; oppure che (L # @ oL # & ) e Lt % LT (131" per arbitra
pilel] , l'e L1), e in tal caso x|H & torneo riducibile e varra
quindi Ta parte iniziale della dimostrazione; oppure che congiunta-
mente LY # @ , LT # g , non (L} % L1). In questo terzo caso proce
diamo a considerare un termine i, in LT, un termine J, inL] e 1a
partizione H = {i,,j,} UL} U L; definita in modo analogo alla pre-
cedente e nella quale evidentemente {i,,3,} 2 (i,,J,}, Lt & R e
L? £ L1; anche per questa partizione si danno tre possibilita, del-
le quali le prime due conducono alla soluzione;se vale la terza pas
seremo ad una nuova coppia di nodi e ad una nuova tripartizione di
H. Questo processo prima o poi si concluderd alla maniera desidera-
ta, poiché i1 terzo dei casi indicati richiede che LS # ge L # g,
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le sequenze di insiemi Lf, L¥,... eL], L7,... sono strettamente de
crescenti, e il dominio del torneo & finito.Q.E.D.
Dalla proposizione segue , in particolare, che i sottoinsiemi
convessi di un torneo su k nodi sono al pil (k) +k+ 1, numero
equagliato nei soli tornei transitivi: un risultato gia raggiunto
per altra via da Erdés e altri (1972) (theorem 2, corollary).
Seguono alcuni rilievi sul modo in cui gli elementi di un in-
sieme convesso possono disporsi entro un ordine di massima prossimi
ta.
18. Proposizione: SzZano x un torneo, & = (&(1l)s...,&(k)) un suo or-
dine m.p., H un insieme comvesso in x e (H*,HC) la relativa bipar
tizione complementare.
(i) Per arbitrari 1 <1 < Jj <Kk tali che &(1), &E(J) sono termini in
H, considerata la collezione L = {g(1) : i <1 < j} dei termini si-
tuati entro § fra £(i) e &(J), risulta |[L n HC*| = |L n HC-|.
(11) Esiste qualche ordine m comnesso a & da una catena di = trasla-
ztoni bilanciate, e percid esso stesso m.p. per X, entro il quale H
costituisce un intervallo tale che n|H = E|H.
dimostrazione (i) Sia D = D(x,E) e supponiamo per semplicitd £ = ¢
= (1,...,k). Consideriamo in primo Tuogo i1 caso in cui non esista-
no fra i e j termini in H, sicché L < HC. Ora, se 1 € L n HC* ayre-
mo {i,1} € D e {1,j} ¢ D, mentre per 1 € L nH®™ sard {i,1} ¢ D e
{1,j} € D; ma allora, se fosse |L N HE*| > |L n HC"| applicando a €
la traslazione destra [i,j-1] otterremmo d(x , € o [i,j-1] ) < d
(x,e), mentre se |L NnH*| < |L N H®"| applicando a ¢ la traslazio-
ne sinistra = [j,i+l] avremmo d(x , € o [j,i+l] ) < d(x,e), even-
tualita entrambe escluse dall'ipotizzata massima prossimitd di € a
x; dunque |L n HS*| = |L n HC"|. Passando al caso generale, si con-
siderino i termini i = hg < hy< ... <hy =j di H presenti nell'in
tervallo in e da ia j, e si ponga L, = %I:hr_1 <1<h.} perr=1,

--+5P3 per il risultato appena raggiunto avremo |L,.n HC*| = [L N
HO™] per v = 1,...,p, e quindi L AHCH = TR (L.~ K] = Bp_
L.~ HC=| = |L n H®"|. (i1) Supposto H = {ho,hl,...,hq} con hy < hy

S e o hqsi consideriper r=1,...,q1a traslazione sinistra [hr,ho
+r] esicostituisca unasequenzadiordiniEo,gl,...,gqponendoinduz
tivamente g = £ = €, & = Epey o [hp,hgtr] per r = 1,...,q; ri-
conosciamo senza difficoltd che inn = £, g1i elementi di H si sus-
seguono nei posti ho,h0+1,...,h0+q secongo 1'ordine valido in e, e
che per la prima parte dell'enunciato ogni traslazione [hr,h0+r]
é bilanciata per 1'ordine .., cui viene applicata. Q.E.D.

Dalla parte (ii) dell'enunciato e dalla proposizione 2.i discen-
de il

19. Corollario: Siano X un torneo e H un suo sottoinsieme convesso;
per & arbitrario ordine m.p. di X, L'ordine ristretto £|H costitui-




see a sua volta un ordine m.p. per il sottotorneo x|H.

Per congruenza di un torneo x intendiamo una qualsiasi equiva-
lenza ~ sul dominio K tale che i blocchi (o classi di equivalenza)
costituenti 11 relativo quoziente K/~ siano tutti sottoinsiemi
convessi di x; parliamo di "congruenza" in quanto, espresso il tor-
neo x quale sistema algebrico (Ks v, A ) ponendo i v J=ieinj
= J qualora i%j per 1,J € K, una tale relazione costituisce appunto
una congruenza di quel sistema, nell'usuale accezione algebrica del
termine (Varlet (1975), Introduction; Miller, Nefet¥il &  Ppelant
(1975), §1). Sia H(x) la famiglia di tutte Je congruenze di un tor
neo x; sicuramente in questa famiglia figurano, ad esempio, 1'iden-
tita = e 1'equivalenza universale ~ su K, per le quali K/=={{1},...,
{k}} e, rispettivamente, K/~ = {K}, e 1a connessita forte £ del tor
neo x, il cui quoziente K/X & 1'insieme delle componenti forti di x;
strutturata secondo i1 consueto ordine parziale fra equivalenze 1a
famiglia ' (x) risulta costituire un reticolo, appartenente ad un tij
po speciale di reticoli distributivi caratterizzato con successo da
Miller e altri (1975) (5 3).

Per un torneo x su K e una generica sua congruenza ~ , determi-
nato 1'insieme quoziente K/~ = {Hys. .o Hpl, in corrispondenza ad ar
bitrari 1< p g <m si ponga,

Hp = Hq sse i % j per qualche i e Hp e je Hq :
si tratta di una definizione univoca, indipendente ciog dalla scelta

dei termini i e j, poiché risultando H. e Hq convessi sara iij per

qualche i € H, e j € H. soltanto se i§j per ogni i e Hp e J € Hgsuna

definizione che stabilisce fra 1 blocchi in K/~ una relazione + ir-

riflessiva, antisimmetrica e completa,e struttura quindi 1'insieme

quoziente in un torneo x/~ = (K/~ , 3), detto torneo quoziente di

X rispetto a ~ .I nodi del torneo quoziente sono i blocchi HyseoosHps
e ciascuno dei suoi archi pud essere espresso quale coppia di bloc-

chi (Hp,Hq); ogni nodo Hp di x/~ equivale dunque a un insieme dij no
di in X, e similmente ciascun arco (HpsHq) di x/~ condensa un insie
me di archi in x, equivalente al prodotto cartesiano H XHgschiamere-

mo le cardinalitd di questi insiemi i pest del nodo H, e,rispettiva-

mente,dell'arco (H,,H.), i1 secondo indicato con la scrittura w(Hp -

Hq) »sicché w(Hp,Hqg = [Hp|-|Hq[. Se ora, accanto al definito torneo

quoziente, considerassimo pure i sottotornei generati in x dai singo
11 blocchi della partizione K/~ , che chiameremo torne: parziali,sa
remmo giunti a risolvere il dato torneo x in strutture locali Xt

«sX|Hy e in una struttura sovraordinata x/~ ;& questa la gene-

ralizzazione della scomposizione transitiva che sij cercava; ne pre-

sentiamo di seguito un esempio relativo ad un torneo che secondo 1la

connessita forte & irriducibile.
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FIGURA 8. Riduzione per congruenza di un torneo forte su k = 8 nodyi.

Distinguiamo entro la totalitd s (x) delle congruenze di un
torneo x Ta famiglia X#'q(x) delle congruenze a quoziente transitivo,
in base alle quali si ottengono da x tornei quozienti transitivi, e
la famiglia Jg(x) delle congruenze a blocehi transitivi, che cir-
coscrivono entro x tornei parziali tutti transitivi.

20. Proposizione: Entro il reticolo X (x) delle congruenze di un
torneo X le famiglie ~X’Q(x) e XHg(x) ora definite costituiscono
un filtro e, rispettivamente, un ideale.

dimostrazione Rileviamo preliminarmente che, come entro il reticolo
complessivo delle equivalenze sul dominio K, cosi nel pid ristretto
reticolo X '= X (x) delle congruenze di x, per il meet ~ A ~ fra
~,~ € X risulta

K/ ~A~ ={ENAF :E€eK/~ ,FekK/~,ENnF # g} (21)

e, detta ¥ la partizione in componenti connesse del grafo - interse
zioni sulla famiglia di insiemi K/~ U K/~ (cfr. Harary (1969),p.
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19), per i1 join ~ v ~.vale

K/~V~'={UHE{;H:GE':?}. (22)
Consideriamo  dapprima 1'insieme X, = ¥ (x) delle congruen-
Ze a quoziente transitivo; si tratta di verificgre che ~A~ €

Hq  per arbitrarie ~ , ~MENXpge ~Voa~ e A, per ogni
~ € Aye ~ €A. Determinata ?a scomposizione transitiva (K; ,
-»Ky,) del torneo x, sia ritenuto Zntervaliare un qualsiasi insie
me H S K che possa essere espresso quale unione di una sequenza di
componenti forti costituente un intervallo in quella scomposizione,
per il quale cioé esistano 1 < p <q <mtali cheH = |J 4 g 51
riconosce che unione e intersezione fra intervallari non a?sgiunti
sono intervallari, e che una congruenza possiede quoziente transiti
vo quando tutti i suoi blocchi siano intervallari. Di quij immediata
mente, secondo la (21), ~ A ~ e ¥ Sé ~ , ~ € X .; rimane
dunque da verificare, con riferimento alla (22), che ogni blocco
L= Uy e g Hdiun join ~ v ~ risulta intervallare qualora ~ €
A 5. Disponiamo a tal fine gli insiemi costituenti i nodi della
componente connessa G in un ordine Hys...,Hs tale che H, € K/~ e,
posto Lj = U‘%:z Hoy risulti L, NHyp # & per j=1,...,s-1; per
ipotesi L, = H, & intervallare; d'altro canto per j = 1,...,s-1, as
sunto LJ- intervallare, se Hj+1 possiede termini in pid di una compo
nente forte allora stante 1a proposizione 16 anche Hiy1 @ interval-
lare, e tale rimarrs LJ-+1 = LJ- U Hj41 in quanto unione fra interval
lari non disgiunti, mentre se gli elementi di HJ-+1 provengono da u-
na sola componente forte avremo Ry Lj, e nuovamente Ljt: = Lj
risulta intervallare; ma allora, per induzione,1'insieme [ = Le) &
intervallare. Passiamo quindi a considerare la famiglia Hpg = Hp(x)
delle congruenze a blocchi transitivi; dobbiamo provare che ~ A~
€ JAp per ogni ~ €AXpe ~ €N, eche =W e
per arbitrarie ~ , ~. ¢ XA'p. Innanzitutto, per E e K/~ e F € K/~
con  ~ € Hp, siccome x|E risulta transitivo e X[ENF = (x|E)|F ,
anche x|E n F sara transitivo; valendo questo argomento per ciascuno
dei blocchi in K/~ A ~- avremo che ™ Ao 5, SR~ € Hps
rimane dunque da accertare che S€ ~ , ~ g X'g allora ogni blocco
L= [ Hegh del join ~ v ~- genera in x un sottotorneo transitivo.
Ordinata, come sopra, 1a famiglia di insiemi Gin una séquenza H,,...,H tale
che, posto Lj = U;]_ Hi, sia LinHs, # & per j=1,...,s-1, se
condo le ipotesi x|L; = X|H, & transi%ivo; d'altro canto, per j =1,
++»S-1, supposto x| L: transitivo, se Lj < Hsy, oppure H:, < Ls
allora per le ipotesi anche X[Ljy, sara transi%ivo, giacche L., =
Hitrinun casoelj,,=L; nell'altro;e se, al contrario, Ly = iHags o2
e Hip - Lj# & allora, per la convessits degli insiemi L. e
Hijz, fra Toro non disgiunti, entrambe le differenze e T'intersezione
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Lj N H; sono convesse (cfr. Varlet (1975), theorem 1.1) e quindi
JTa X X
se Lj=Hj+i X L:n H; o a]Tora L -Hj41 = HJ+1 -L. e Lﬂrﬁ HJ+1 > Hj+,
LJ,xmentre se E N ﬂ g LJ HJ+1 allora H E X Hj+ H3+1
LJ Ly~ H;,,, sicché in entrambi i casi 11 sottotorneo x]LJ+1, ac
costamento ransitivo di sottotornei transitivi, & transitivo; ma
allora, per induzione, anche i1 sottotorneo x|L = x|Lg risulterd
transitivo. Q,E.D.
La minima congruenza a quoziente transitivo, generatrice in X
(x) del filtro J(h(x), é ovviamente la connessita forte del torneo
x; simmetrica per il ruolo e 1'importanza appare la congruenza massi
ma a blocchi transitivi, generatrice in ) (x) dell'ideale Hg(x)s la
riduzione del torneo in figura 8 & compiuta appunto con riferimento
alla sua cengruenza massima a blocchi transitivi.

Ritornando al tema centrale della ricerca riconosciamo ora che
la rettifica di un torneo x pud articolarsi, con riferimento ad una
sua congruenza ~ , in due distinte fasi, nella prima delle  quali
sia reso transitivo, secondo un conveniente risolutore E, il torneo
quoziente x/~ , e nella seconda, in base a specificirisolutoriD, ,

++sDp» vengano rettificati i tornei parziali x[Hl,...,lem; posto
X/'~ )\ E = (Hp(yys---sHpm)) e (x|Hp) \ Dy = (&p(1)s...
)) ove k, = |H 1 per p = 1,aeaqiy 17 ord1ne der1vab11e da x a11a
%ta man1era che indicheremo con la scrittura x \ (E,D;,...,Dy) »
sard, evidentemente, 1'accostamento seriale secondo p degli ordini
Tocali &;,...,&p, Ossia

X\ (ESDI'S---st) = (gp(l)""’gp(m))
4 (gp(lj(1),...,gp(l)(kp(l)),...,Ep(m)(l),...,Ep(m)(kp(m))).

L'inversione di un arco {H,,H,} nella rettifica del torneo quo
ziente camporta, 1n r1fer1mento al torneo originario, il capovolgi-
mento dei w(H *|Hql archi di x in esso condensati, e cor
rispondenti a?]e c0pp1e in Hp x H., che possiamo intendere non ord1
nate essendo Hp e Hq fra loro disgiunti; scriveremo percid

(Eles---’Dm) ( U{H Hq } € E Hp ) o Um_ p

a s1gn1f1care che Ta rettifica in due fasi del torneo x secondo il
risolutore composito (EsDy5...,Dp) equivale ad una sua rettifica or
dinaria secondo i1 risolutore dato sulla destra; indicato con w(E)
il peso del risolutore E per x/~ , da intendersi quale somma dei
pesi degli archi in esso contenuti, sara evidentemente

[(EuDysunnsDp)| = W(E) + |Dy[+...4[D | (23)
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la cardinalita del risolutore (E,D;,...,D,) per x & data cioé dalla
somma fra i1 peso w(E) = EJ{Hp Ho} € E[le |Hg| del risolutore per
il torneo quoziente e le cardinalita |Dy]s...5|Dy| dei risolutori
per i tornei parziali.

21. Proposizione: Siano x un torneo, ~ una sua congruenza e Hy,...,
Hy, © blocchi da essa determinati su K, dominio di X. In corrispon—
denza a qualsiasi ordine n di massima prossimitd per X esiste qual-
che ordine E vincolato a n da una catena di traslazioni bilanciate
e tale che & = x \ (E,Dl,...,Dm) per un conventente risolutore E di
minimo peso per il torneo quoziente X/~ e appropriati risolutori
Dyse.esDy d2 minima cardinalita per i tornei parziali X|Hyseoe9%|Hpye
dimostrazione Posto n = (n(l),...,n(k)) sia p = (p(1)s...,p(m)) una
permutazione sull'insieme {1,...,m} tale che H contiene n(l)
Hp contiene il primo termine in n non appart&n nte a H

stgene il primo termine in n non appartenente a H o{1) &
ecc.; sia inoltre £, = n|H per p=1, ...,m App]1cand0 1a propos1—
zione 18.1i ripetutamente per H ; tutti insiemi conves
si, riconosciamo 1'esistenza di S g catena ﬂ} tras]az1on1 (s1n1stre)
bilanciate che da n portano a b= (5 7)o" (m)),postoE =D(x/~,
(Ho(i) »ee=» Hp(m))) D(le :Ep) per p=1,...,m, ovviamen
te £ = X \ (EsDiss043Dp)s 1? minimo peso di E e 1a minima card1na11
ta di Dy,...50p d15cendono, in base alla (23) e alla proposizione
2.i1, dalla massima prossimita di £ a x, garantita a sua volta dal-
1'ipotesi su n e dalla connessitd per traslazioni bilanciate fra n
e E. Q.ED.
Indicati con & 1'insieme dei risolutori di minimo peso per il
torneo quoziente x/~ e per p = 1,...,m con 2_ 1'insieme dei riso-
lutori di minima cardinalita per il torneo parziale x|Hp, si consi-
deri la famiglia

S°(x) = {x \ (EsDys..esDy) : E € &, D, € 9,, ”que@M

degli ordini derivabili da x in base a siffatti risolutori e secon-
do i1 processo di rettifica a due stadi sopra definito; dalla prece
dente proposizione veniamo a sapere non solo che S°(x) & un insieme
di ordini m.p. per il torneo x, ma anche che tale insieme possiede
qualche rappresentante in ciascuna delle componenti connesse per
traslazione entro 1'universo S(x) degli ordini m.p. di x (cfr. pe-
nultimo paragrafo di sezione 3), ed & quindi in grado di generare
1'intero S(x) per iterate traslazioni bilanciate dei suoi membri. I
vantaggi di una rettifica in due fasi appaiono evidenti quando si o
peri con riferimento ad una congruenza a quoziente transitivo oppu-
re ad una congruenza a blocchi transitivi; nel primo caso infatti ,
gia esemplificato sul torneo in figura 7 con riferimento alla sua
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minima congruenza a quoziente transitivo, il primo dei due stadi @
risolto in partenza, e la determinazione di un ordine m.p. per x si
semplifica nell'individuazione di ordini m.p. per i tornei parziali
x|H1,...,x]Hm; simmetricamente, nel secondo caso risulta scontato
il secondo dei due stadi, e la definizione di un ordine m.p. per X
si riduce alla determinazione di un risolutore di minimo peso per
i1 torneo quoziente x/~ ; in questo modo, ad esempio, troviamo di-
rettamente che per il torneo in figura 8, gia scomposto secondo 1la
sua massima congruenza a blocchi transitivi, la sequenza (4,6,2,8,
3,5,7,1) costituisce 1'unico ordine di massima prossimita.

6. CONCLUSIONE

Non & raro incontrare nei settori della Psicologia entro i qua
11 si fa uso del Tinguaggio e del metodo della Matematica, concetti
di semplice definizione e di chiaro significato empirico, delle cui
proprieta tuttavia poco si conosce; e cid non tanto per difficolta
intrinseche ad una Toro esplorazione sistematica, quanto per la mar
ginalitd della loro posizione nell'esistente compartimentazione dei
campi di ricerca: concetti utilizzati ma non studiati dagli psicolo
gi e, per altro verso, non conosciuti o comunque non valutati nella
Toro rilevanza psicometrica dai matematici. E' il caso, ad esempio,
del1'indice di Slater e degli ordini di massima prossimiti: concet-
ti semplici, nei quali si esprime uno dei modi pid diretti e coe-
renti di trattare i risultati di una comparazione a coppie, e intor
no ai quali tuttavia, come si avvertiva nell'Introduzione, esiste u
na letteratura limitata, composta in prevalenza di studi sugli algo
ritmi per 1'effettiva determinazione di quegli ordini e di quell'in
dice,

Con Ja presente ricerca ho inteso contribuire alla sistemazio-
ne e allo syiluppo delle conoscenze sui citati concetti psicometri-
ci. Si & provveduto innanzitutto a situare i due concetti in un na-
turale riquadro teorico, interno alla Teoria dei Tornei e, pil
in generale, alla Teoria dei Grafi Diretti, e a formulare una speci
fica terminologia per una Toro trattazione sistematica; sono state
quindi stabilite matematicamente varie nuove proprietd di quei con-
cetti, ed altre proprieta gia note sono state richiamate in Tuoghi
appropriati. Ne doyrebbero risultare chiariti i1 funzionamento e il
significato del metodo di Slater per 1'ordinamento su comparazione
a coppie; un metodo che, di carattere essenzialmente combinatorio ,
gode di un'ampia indipendenza dalle consuete assunzioni probabili-
stiche, e si presenta quindi emblematico di un genere di Psicome-
tria non propriamente statistico.
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