


ANAL!S! IN FREQUENZ~ CON IL METOOO DEU,-,9{MA§S[?D~E[\iTRO?i~
F.ANGRILLI. G.BERTI. E.BOLLAn

l-INTROOUZIONE

Allo scopo di superare alcuni dei problemi (numero dei dati carnipona ti, risoluzione in
frequenza. necessita di zoom) che si presenlano con i metodi di analisi tradizionale e. in partieolare per
riconoscere componenti con frequenze molto vicine tra di loro presenti in un segna!e con rumore e state
irnplementato un programma di calcolo che permette I' anatisi in frequenza di segnali con un' elevata
risoluzione e necessita di un numero di dati carnplonati inferiore rispetto ai metodi tradizionali. Tra Ie
varie pos sibilita offerte dagli algoritmi di analisi sviluppati negli ultimi anni si e scelto il metodo delia
rnassima entropia (MEM 0 MESA) [4,6,7,15.18,19] e sl e voluto controllare se eifettivamente tale
melodo eonsente una risoluzione piu spinta rispetto ai melodi lradizionali e se permette di utilizz are un
numero di dati inferiore[22].

2-L' ANALISI SPETIRALE A MASSIMA ENTROPIA

II metoda di analisi in frequenza chiarnato MESA si basa sull' ipotesi che la funzione di
autocorrelazione <P non deve essere assunta nulla negli interval/i temporali esterni a quelli considerati ;

(come avveniva nella tecnica utilizzata nei primi analizzatori), bens] cleve essere introdotta una stirna
delia stessa basandosi sulle stime precedentemente calcolate mediante i dati noti e senza effe!luare
alcuna pesatura tramite opportune funzioni di filtraggio[6,7] come, invece, richiede di solito I' analisi
di Fourier.

Quindi, secondo quanta proposto da Burg [6,7], si deve selezionare tra tutti i possibili spet1ri
che si accordano con i valori stirnati delia funzione di autocorrelazione quello che ha la piLI grande _
c as ualita, 0 massima entropia. Per poter slimare i valori delia funzione di autocorrelazione e
necessario applicate al processo in esame un modello di tipo statistico, che e di tipo autoregressivo. L'
utilizzodel metodo di analisi in frequenza MESA e giustificato dal fatto, dimostrabile[19]. che questa
metoda e equivalente a quelli autoregressivi. E' molto utile, quindi, poter effettuare la determinazione
dei coefficienli autoregressivi (arnn) direttamenle dai dati campionati senza passare per il calcolo del

funzioni di autocorrelazione, ne per calcolare 10 spettro di potenza,. ne per calcolare i coeificienti
autoregressivi.

E' stato scritto un programma in FORTRAN77 su un caleolalore DEe Vax 750. utilizzando I'
algorilmo di Burg[4,6,7] per il calcolo Dei coefficienti aUloregressivi, mentre per il calcolo del/a
densita spettrale di potenza si e utiiizzata la seguente espressione:
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La frequenza f ,8 limitata calla frequenza di Nyquist, f::; W=1/(201).
Pm' che e la potenza dell' errore del filtro di predizione di ordine m, e i coefficienti amn sono

legati dalla seguente equazlonejt e]:

[<P] {-a)= {P} (2)

I
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dove [<PJ rappresenta la matrice di autocorrelazione, -amo=l e {P)=(Pm,O, ... O). Questa equazione

polrebbe essere risolta per iterazioni successive partsnco con il valore di Po ricavato [14J calla:
1 N

Po <P(O) = -), x2 (3)
N t=1 t

La equazione (2) ha rn+2 incognite (am1 ..... amm'<P(m).Pm) ed e ccstiuita da m+1 equazioni.

Perche la soluzione sia unica e richiesta un' altra equazione. A lale scopo si impone che la potenza dell'
errore del filtro predittore di ordine m sia minima. La potenza dell' errore viene espressa come
valoremedio dell' errore che si ha facendo funzionare il filtro pre oiuor e prima in un senso e poi in
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senso inverso, come dimostr ato da Claerbout [9J. La polenza dell' errore cosi calcolata e resa minima
dcl sequente valore di amm :

(4)a mm
2

N-m
).(

1=1
dove

b ~b - a b'
rnt m-11 m-1 m-1 m-1 t

b' -b' a brnt m-11+1 m-1 m-1 m-11+1 (5)

1=1,...,N

Gli altri coeificienti del filtro di ordine m vengono determinati da quelli del tiltro di ordine m-t
mezzo dell' equazione[14J:

a = a - a a k=1, ...,m-1 (6)
mk m-1 k mm rn-t m-k

per
.. ,

\

Si assumono inoltre amo=-1 e amk=o per kzrn. Operando in lale modo e possibile ollenere la seguenie

espressione recursiva per il calcolo di Pm [6,7,13):

Pm =P rn-j (1-a mm 'a mm) (7)

I
I
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La scelta del ordine m del processo puo influire decisamente sui calcolo delia densita spettrale di
potenza. lnlatti un ordine troppo basso da una stirna dello speltro estremamenie piatta, menire un
ordine troppo alto puo introdurre Ie cosiddetle "line spli1ting" nel calcolo dello spettro, cioe la
cornparsa di linee spettrali Iantasrna. Viene per questa introdotto un criteria davuto ad Akaike [1,2) che
va sotto il nome di FPE (Final Prediction Error) che calcola il numera ottirnale dei coeificienti
autoregressivi. L'FPE viene cosl definito:

N+m

N-m
(8)(FPE) m=

Quindi si covra calcolare I'FPE per agni ordine m del processo autoregressive e scegliere fra
questi quello rninore. In pratica I'FPE non verra calcolaio per ogni m che varia da , a N-' ma solamente
per i valori di m compresi fra 0 e N/3 oppure fra 0 e N/2 in quanto dopo un certo valore di m I'FPE
rirnane praticarnente cost ante [13).

3-RISUL TATI

I
I
!

Verr arino ora confronlale Ie presta.zioni del metodo MESA con quelle delia FFT. I lest effetluali
riguardano I' analisi in frequenza di un segnale formalo dalla somma di due sinusoidi e di rumore
bianco: la differenza tra~ Ie due frequenze e stata ridotta gradualmente in modo da delerminare la
risoluzione rnassirna onerta da ciascun melodo.

II primo test eseguil0 ha riguc.rdato segnali con un livello di rumore sovrapposto pari al 10% del
segnaie pulito e in tali condizioni si e rilevala la ris oluzione massima oiterta dai due melodi per un
numero di campioni pari a N=64,128,256,512 (Tab.1).
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WDati Frequenze Risultato MESA Risultato FFT

reali [Hz] [Hz] [Hz]
1~ 2~

1 •
Err. (Cfo) 2~ Err.(%) 1 ~ Err.(%) 2~ Err. (%)

64 4.8000 5.2000 4.8400 0.833 5.1950 ·0.096 4.6875 ·2.344 5.3125 2.163
128 4.8000 5.2000 4.8010 0.021 5.2030 0.058 4.8438 0.913 5.1560 ·0.846
256 4.9000 5.1000 4.8980 ·0.041 5.1050 ·0.098 4.9219 0.447 5.0781 ·0.429
256 4.9500 5.0500 4.9480 ·0.040 5.0410 ·0.178 4.9219 ·0.568 5.0781 0.556
256 4.9750 5.0250 4.9720 ·0.060 5.0340 0.179 risolve Ir e quenz aj ")
512 4.9750 5.0250 4.9790 0.080 5.0240 ·0.020 4.9609 ·0.283 5.0391 0.281
512 4.9375 5.0125 4.9660 ·0.030 5.0160 0.070 risolve frequenz2C)
C) risoluzione necessaria inferiore a quella delia FFT

Tab.1 - Confronto Ira il metodo MESA e la FFT: calcolo degli errori nella detetminezione delle
troouorao.

Un secondo test e state eifeltuato utilizz ando pochi dati carnplonati (64) di un segnale nel quale
era presents un livello di rumore sempre piu elevato (10%,20%,30%,40%).

Rumore Frequenze Risultato MESA Risultato FFT
reali [Hz] [Hz] [Hz)

1· ~

P 2~ 1 ~ Err. (%) 2~ Err.(%) 12 Err.(%) 2~ Err.(%)
10% 4.8500 5.1500 4.8430 ·0.144 5.1740 0.466 4.6875 -3.350 5.3125 3.155
20% 4.8500 5.1500 4.B460 -0.082 5.1900 0.777 4.6875 -3.350 5.3125 3.155
30% 4.8500 5.1500 4.8450 -0.103 5.2030 1.029 4.6875 -3.350 5.3125 3.155
40% 4.8500 5.1500 4.9430 -0.144 5.2140 1.243 4.6875 -3.350 5.3125 3.155
10% 4.9500 5.0500 4.9270 -0.465 5.0840 0.673 risolve 1 tr equenz a]")
20% 4.9500 5.0500 4.9390 -0.222 5.1110 1.208 risolve 1 frequenzaC)
30~~ 4.9500 5.0500 4.9510 0.020 5.1390 1.762 risolve 1 frequenza(')
40% 4.9500 5.0500 4.9620 0.242 5.1630 2.238 risolve 1 tr equenzat')

C) risoluzione necessaria inferiore a quella delia FFT

Tab. 2 - Conitonto Ira il metoda MESA e fa FFT: calcofo degli errori nella determinazione delle
frequenze al variare del livello di rum ore presente, utilizzando 64 dati campionati.

Anche in questa caso si e evidenziaia la efiicacia del MESA nel calcolo dello spettro: i picchi sono
piu strettl, la lora larghezza come pure la frequenza centrale del picco dipendono dal Iivello di rumore
presente nel segnale, anche se gli errori nella determinazione delia frequenza sono sempre inferiori a
quelli rilevati dalla FFT e, Inoltre, il metoda MESA e rneno sensibile al livello di rumore presenle
(Tab.2). '.'

Un terz o test ha permesso di constatare che nella determinazione de/lo spettro di un' onda quadra
con soltanto 256 dati campionati: il metodo MESA (Tab.3) individua Ie armoniche con una precisione
maggiore rispetto alia FFT (TabA).

Rumore Frequenze Rlsultato MESA
re2.1i .{Hz) [Hz)

1~ 2~ 3~ 4~ 1 2 Err.(%) 22 Err.(%) 3~ Err.(%) 4~ Err.(%)
20% 1- 3. 5. 7. 0.9810 -1.900 2.9880 ·0.400 4.9990 ·0.020 6.9660 ·0.486

f" 30% 1. 3. 5. 7. 0.9945 ·0.550 3.0110 0.367 5.0040 0.080 6.9440 ·0.800

Tab.3 - Celcoto degli errori nella determinazione delle frequenze del metoda MESA 01 variare del
live 110 di rumpre presente, utilizzando 64 dati campionati nef caso di un onda cuedre.

Rumore Frequenze Risultato FFT
reali [Hz] [Hz]

1~ 2~ 32 42 P Err.(%) 2~ Err.(%) 32 E.rr.(%) 42 Err. (%)
20% 1. 3. 5. 7. 0.9375 ·6.250 3.1250 4.167 5.0000 0.000 6.8750 ·1.786
30% 1. 3. 5. 7. 0.9375 ·6.250 3.1250 4.167 5.0000 0.000 6.8750 ·1.786

Tab.4 - Calcolo degli errori nella determinazione delle frequenze del metodo FFT el variare del
live 110 di rumore presenle,utilizzando 64 deti campionati nel ceso di un onda quadra.

Infine si e applicato il I/IESA ad un segnale rilevato sperimentalmente. Nel c aso in esame si
voleva valutare I' influenza di un intaglio in una barra di sezlone re nanqotare sulla propaqazione delie
onde longitudinali eccitate mediante I' uno di una massa nel punto centrale di una delle se zioni di
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e str ernita delia barra. All' altro estremo delia barr a e state lnstallato un accelerometro e si sono
rilevate Ie vibrazioni longitudinali delia barra sia nel case di barra priva di intaglio, sia nel caso di
barra con un intaglio (Fig.1) presente ad una distanza dalla sezione di eccitazione pari al 60"/0 delia
lunghezza complessiva delia barra. Tale intaglio e servito a simulare la presenza di cricche nella barra
slessa. Anche in questa case il MESA ha otferto una risoluzione piu spinta di quella teorica delia FFT con
10 stesso numero di campicni (Figg.2+3), nonchs il grande vantaggio di perme1lere un immediato
zoom(Fig.4) nell' intorno di una qualsiasi frequenza esaminala. Utilizzando il metoda MESA si e potuto
riscontrare la comparsa di un secondo picco adiacerite a quelli principali nel caso delia barr a in cui e
presente I' intaglio. Tale fenomeno e state interpretato come una riflessione dell' onda elastica all'
interno delia barra stessa.

1+--- sospensi oni ----+1

o

accelerometro

Fig. 1- Barra con intaglio.
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Fig.2-Spettro d) potenza celcoleto del MESA(a) e dalla FFT(b) delia vibrazione di una barra senza
inlaglio(1000 da ti),
c

£

o

~
C

~g
1

•....0u~

II w;'c;
tJ').'jw·
3~

I. P- •

I 8I

~
LCoC ):).00 b(.OC ~.100 IX. oe 150.100

rQO;::~2R I Hz) '10 '

g
0
.",
0
0

'" 0v N

s ,
cc
t--
U
W
Q..

Ul

oc
W
::z
0c,

Fig.3-Spetlro di potenza calcolalo csl MESA(a) e d2ila FFT(b) delia vibrazione di una bette con
irneqlio (1000 ceti).
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Fig.4-SpeHro di potenza ceicoleto del MESA delIa vibreziorie di una barra senza(a) e can(b) intaglio
nell' intetvello di frequenze 2300.;-2800 Hz.
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4-CONCLUSIONI

Dal confronto dei risultail si puo affermare che il metoda MESA offre una risoluzione piu spinta
delia tradizionale FFT e, in particolar modo, e estremamente utile nel caso in cui si disponga di un
numero ridotto di dati campionati. Tale metodo 8, inoltre, meno sensibile alia presenza di rumore nel
segnale, anche se all' aumento del livello di rumore consegue un peggioramento delle prestazioni del -
MESA. Un vanlaggio che 10 rende potents e superiore rispetto alia FFT e la pcssibilita di ope rare uno
zoom in un intorno a piacere di una qualslasl frequenza, senza nscessita alcuna di rieffettuare il
campionamento dei dati.

II MESA presenla invece qualche difficolta nella determinazione precisa dell' ampiezza dei picchi
che e influenzata sia cal livello di rumore presente, sia dedi' ordine del filtro AR che approssima il
modello ARMA: si e riscontrato, comunque, che talvolta tale errore e legato al basso numero di linee
spettrali calcolate: e sate suificiente elevare tale numero per diminuire in modo considerevole tale
errore. Senza dubbio so110 quest' ultimo aspetto e piu precisa la FFT, soprattutto perche e possibile
valutare in modo precise gli errori associati alia applicazione di una particolare finestra.

Per quanto riguarda il criterio per la scelta dell' ordinedel filtro che approssima il processo
ARMA si e riscontrata la validita dell' FPE(Final Prediction Error), Iimitando pero I' ordine a circa la
meta del numero dei dati campionati. Oltre tale valore infatti I' FPE puo essere ancora decrescente, ma
la variazione e cosl piccola che i vantaggi sono del tutto sproporzionati rispetto all' appesantimento del
calcolo che ne con segue.
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